В учебном пособии показана недопустимость существующей в 
математике трактовки инвариантных по своей природе 
векторов и тензоров как совокупности их неинвариантных 
координат, что вытекает из неинвариантного определения 
тензоров в общей алгебре. Возникающий в результате такой 
трактовки неверный, но широко распространённый в 
математике тезис о том, что вектор является частным случаем 
тензора, препятствует применению объективно мощного 
тензорного исчисления в различных областях науки и техники. 
Более того, некоторые элементарно решаемые задачи 
векторного исчисления оказываются нерешаемыми в 
существующем неинвариантно определённом тензорном 
исчислении. Подлинное обобщение вектора содержится в 
понятии аффинного ортогонального тензора второго ранга, 
введенного для трёхмерного пространства Н.Е. Кочиным. С 
помощью специально введённой системы мультииндексных 
обозначений понятие аффинного ортогонального тензора 
второго ранга расширено до понятия тензовектора 
произвольного ранга в трёхмерном пространстве. Предложен 
метод инвариантного изложения теории линейного 
преобразования. 
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«Наука начинается тогда, когда зна¬ 
чения слов четко разграничены. Слова могут 
быть выбраны из существующего словаря, 
либо могут быть созданы новые слова, но 
все они должны получить новое определение, 
исключающее недоразумение и двусмыслен¬ 
ность в пределах того раздела науки, где они 
применяются» 

Леон Бриллюэн. 

«Наука и теория информации» 
В математических науках удобные 
обозначения важны для мышления в той же 
мере, как хорошая классификация в науках 
естественных. 

А. Пуанкаре 


Предисловие 


Необходимость данного учебного пособия проще всего обосновать необ¬ 
ходимостью ликвидировать некоторые существующие в математике противо¬ 
речия в терминологии, которые в противном случае встают в один ряд с из¬ 
вестными парадоксами теории множеств. Суть этих парадоксов проще всего 
пояснить на примере. 

Пусть имеется три математических объекта: 

П' 


А = і +2 у +3к, В = 


2 

Л 


, С = (1 2 3), 


где і ,у ,к - орты прямоугольной декартовой системы координат. Что это за 
объекты? С одной стороны, очевидно, что А - вектор, В - матрица-столбец, С - 
матрица-строка. С другой стороны, в соответствии с теорией линейных про¬ 
странств, объекты А, В, С являются элементами соответствующих линейных 
пространств. Но элементы линейного пространства (любого) «принято назы¬ 
вать векторами». Значит, элементы А, В, С - векторы. 

Но в рамках современного векторного исчисления для двух произволь¬ 
ных векторов определены операции сложения и умножения, причём не только 
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скалярного, но и векторного. А как сложить и, тем более, векторно умножить 
элементы В и С? Ясно же, что для этих объектов такие операции не определе¬ 
ны, а потому невозможны. Но тогда элементы В и С не могут быть векторами. 
Противоречие? Да, противоречие! 

А возникло это противоречие буквально «на пустом месте»: из-за непра¬ 
вомерного использования ранее существовавшего в элементарной геометрии и 
физике термина «вектор» (для обозначения направленного отрезка или других 
направленных величин типа силы, скорости, ускорения, импульса и т.п.) в тео¬ 
рии линейных пространств, развитой более чем три века спустя как один из 
разделов высшей математики. Можно понять, что эта неправомерность обу¬ 
словлена, по крайней мере, двумя причинами. Во-первых, элементы линейного 
пространства могут не иметь какого бы то ни было направления (например, 
пространство непрерывных функций), поэтому совершенно неясно, почему 
именно «элементы линейного пространства принято называть векторами». Тем 
более, что при этом в пределах одной и той же науки - математики, возникают 
недоразумения и двусмысленность в понятиях элементарной и высшей матема¬ 
тики, о которых говорил Л. Бриллюэн (см. эпиграф). Во-вторых, чувствуется 
какая-то «непорядочность» более сильного (высшей математики) в присвоении 
термина «вектор» путём отнимания его у более слабого (элементарной матема¬ 
тики). Причём обычно это присвоение производится без каких бы то ни было 
оговорок, а на уровне определения так, как будто слова «вектор» никогда не 
было, и только сейчас оно вводится впервые. И только немногие математики, 
чувствуя «неуютность» возникающего положения иногда делают неуклюжие 
оговорки. Например, известный математик-геометр, М.М. Постников, опреде¬ 
ляя вектор в линейном пространстве, советует элементарной геометрии (и всем 
нам) называть направленный отрезок не используемым ею более трёх веков 
словом «вектор», а словосочетанием «геометрический вектор», по-менторски 
оставляя за высшей математикой (алгеброй и геометрией) право использовать 
более удобное и красивое слово «вектор». 
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Далее. Одним из разделов теории линейных пространств является тен¬ 
зорное исчисление, которое считается обобщением векторного исчисления. При 
этом утверждается, что понятие «вектор» не что иное, как частный случай по¬ 
нятия «тензор». Но, с другой стороны, тензор как элемент тензорного произве¬ 
дения линейных пространств (которое тоже является линейным пространством) 
есть частный случай вектора. Получается противоречие: с одной стороны, век¬ 
тор есть частный случай тензора, а с другой - тензор есть частный случай век¬ 
тора. А если все тензоры и векторы представить как элементы некоторого не¬ 
счётного множества, то такое противоречие можно считать источником ещё 
одного парадокса, который наряду с известным парадоксом Рассела в теории 
множеств ещё больше увеличивает трудности этой теории, лежащей в основа¬ 
нии всей математики. Неужели нужно увеличивать трудности в теоретическом 
обосновании всей математики только ради того, чтобы для элемента линейного 
пространства сохранить название «вектор»? Ведь ничего не изменится, если 
элемент линейного пространства вообще никак не называть, а само линейное 
пространство не называть векторным! 

Иногда говорят, что название «вектор» для элемента линейного про¬ 
странства облегчает понимание и изложение теории линейных пространств. На 
самом деле это не соответствует действительности, так как обычно для поясне¬ 
ний преподаватель использует обычный двухмерный вектор на плоскости, а 
многомерность и прочее всё равно приходится домысливать учащемуся. А вот 
вышеуказанные противоречия, понять которые самостоятельно, по крайней ме¬ 
ре, средние курсанты или студенты будут не в состоянии, могут привести к 
стойкому молчаливому ложному умозаключению о том, что математика очень 
сложная наука и недоступна их пониманию. Что может быть хуже для препода¬ 
вателя? 

Не надо доказывать очевидное, что у Педагога вообще много трудностей. 
Большинство из них носит объективный характер, и для их преодоления от Пе¬ 
дагога требуются умение, квалификация и совокупность известных душевных 
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качеств. Но некоторые трудности чисто субъективны, и создаются самими пре¬ 
подавателями исходя из сиюминутных узкопрофессиональных потребностей и 
без учёта отдалённых негативных последствий (см. Ф. Энгельс «Диалектика 
природы»). А чтобы застраховать себя от такого рода субъективных трудностей 
необходимо просто сопоставить свои намерения с существующими писаными и 
неписаными законами человеческого общежития (вплоть до библейских хри¬ 
стовых заповедей) в том числе и в других областях науки, техники и культуры. 

Например, можно взять существующее авторское право, патентное зако¬ 
нодательство и законодательство по товарным знакам, в которых всевозможные 
математические построения изобретением не признаются, но защищаются 
впервые использованные товарные знаки и названия. Из последнего следует, 
что впервые назвавший элемент линейного пространства уже существовавшим 
названием «вектор» объективно вошёл в противоречие с возможно уже тогда 
существовавшими писаными (а потому легко доступными) патентным законо¬ 
дательством и т.п. И если бы тогда жил изобретатель слова «вектор», то он мог 
бы привлечь плагиатора к ответственности в духе даже тогдашнего патентного 
законодательства. И это несмотря на то, что патентное законодательство и ма¬ 
тематика взаимно не касаются друг друга в отличие от других областей науки, 
техники и культуры. 

Понятие «вектор» настолько привлекательно, что им пользуются не толь¬ 
ко в тензорном исчислении или вообще в теории линейных пространств, но и 
просто для обозначения некоторой упорядоченной совокупности чисел. При 
этом возникает противоречие не только с понятием «вектор» в векторном ис¬ 
числении, но и в тензорном исчислении, где называемая вектором совокупность 
координат должна определённым способом изменяться при изменении базиса, 
что совершенно не требуется для понятия «вектор» как просто упорядоченная 
совокупность чисел. 

Да, слово «вектор» красивое и ёмкое. Но использовать его по новому 
назначению (исходя из вышеизложенного) нельзя, это просто «табу», если нет 


желания получить возможность нанести вред делу, которому служишь, и впасть 
в плагиат, объективно преследуемый авторским правом и патентным законода¬ 
тельством. В случае теории линейных пространств можно вообще обойтись без 
какого бы то ни было названия для элемента линейного пространства. В других 
случаях быть может и необходимо иметь название для изучаемого объекта. В 
таких случаях вместо слова «вектор» с целью не впасть в плагиат можно ис¬ 
пользовать пусть не очень красивые, но почти такие же ёмкие слова. Например: 
супервектор, квазивектор, интервектор, изовектор, арифметический вектор, 
кортеж, кавалькада, позивектор, поливектор и т.п. - в зависимости от области 
применения. 

История математики знает примеры подобного трепетного отношения к 
существующим понятиям. Например, Н.И. Лобачевский назвал свою геомет¬ 
рию без постулата Евклида о параллельных прямых «воображаемой геометрией 
или пангеометрией», не претендуя на уже существующее название «геомет¬ 
рия». И это в условиях, когда он имел на это полное право, так как существую¬ 
щая геометрия Евклида является некоторым предельным случаем геометрии 
Лобачевского. 

В МГУ есть кафедры высшей геометрии и высшей алгебры, хотя на са¬ 
мом деле они могли называться без эпитета «высшая», поскольку понятия «ал¬ 
гебра» и «геометрия» практически неисчерпаемы. А вот понятие «вектор» стро¬ 
го определено как некоторая направленная величина, и использование его в 
другом смысле чревато самыми неожиданными последствиями. 

Рассмотрим «воображаемый» экзамен. Профессор спрашивает экзамену¬ 
емого о правиле сложения векторов. Тот говорит, что не знает, как ответить на 
этот вопрос. И недовольный профессор ставит ему «неудовлетворительно». 
Обиженный студент (курсант) спрашивает: «За что?» - «За то, что Вы не знаете 
даже закон сложения двух векторов по правилу параллелограмма». - «Но, про¬ 
фессор, Вы нас учили, что элементы любого линейного пространства называ¬ 
ются векторами. Возьмём линейное пространство в виде пространства непре- 


9 


рывных функций и в виде пространства прямоугольных матриц размера т х п. 
Как сложить вектор типа непрерывной функции и вектор типа прямоугольной 
матрицы размером т х и? Вы нас этому не учили, а учили только сложению 
векторов типа направленных отрезков и только в пространстве не более трёх 
измерений. Это-то я знаю. А Вы в своём вопросе не уточнили, какое подразу¬ 
мевается линейное пространство, т.е. что именно надо подразумевать под сло¬ 
вом «вектор»?» 

По-видимому, очевидно, что после такого объяснения профессор просто 
обязан поставить вдумчивому экзаменуемому «отлично» вместо первоначаль¬ 
ной оценки «неудовлетворительно». Мораль: если применяете старый термин 
по новому назначению, то будьте сами всегда начеку. Нужно это вам? 

Помимо терминологического плагиата указанный парадокс имеет и более 
глубокие причины. Дело в том, что инвариантный по своей сущности тензор 
определяется не инвариантным образом как совокупность чисел (его коорди¬ 
нат), изменяющихся определённым образом при изменении системы координат. 
И только потом доказывается, что так определённый тензор фактически не за¬ 
висит от выбора системы координат. В результате оказывается, что инвариант¬ 
ная величина есть, а её явного инвариантного представления в общем случае 
нет. В частном случае существует инвариантное представление одного из т! 
тензоров ранга т=р+^ (контравариантного р раз и ковариантного с] раз): 


Щ = №г\ е, с 

іи 2- Іа 1 > 


иіІ2-1а 


= 8і 


1 при і = у 
О при і Ф ] ’ 


где используются р одинаковых ковариантных базисов е, и ^ одинаковых кон- 
травариантных базисов е 7 , которые к тому же не независимы, а являются взаим¬ 
но обратными. 

При т=0 уравнение р+ц=0 имеет единственное неотрицательное цело¬ 
численное решение р=0, с/=-0. В этом случае тензор нулевого ранга {0> і означает 
независимую от выбора базиса скалярную величину, и в этом отношении пол¬ 
ностью совпадает с понятием «скаляр», принятому в современном векторном 
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исчислении. При т=1 уравнение р +^=/ имеет два неотрицательных целочис¬ 
ленных решения, что в современном тензорном исчислении приводит к необхо¬ 
димости различать два вида тензоров первого ранга: 

/) р = /, <7 = 0=>№( = ( , 0 е і = 1 1 0 \ 

2) р = 0^ = 1=>^1 = {^еі = I у, 

где последние равенства подчёркивают то обстоятельство, что в современном 
тензорном исчислении принято отождествлять тензор с совокупностью его ко¬ 
ординат. Однако такое отождествление приводит к противоречию с точки зре¬ 
ния законов как формальной логики, так и математической логики. Например, 
рассматриваемое в обеих логиках свойство транзитивности в бинарном отно¬ 
шении («если А=В , а В=С, то А=С» и эквивалентное ему «если А=В, а А=С, то 
В=С») приводит к абсурдному равенству 1 1 0 = . И это внутри самого тензорно¬ 

го исчисления. И уже в простейшем случае тензоров первого ранга. Ясно, что 
при рассмотрении тензоров высшего ранга абсурда будет ещё больше. И только 
сознательно игнорируя такой абсурд или (что ещё хуже) просто не замечая его, 
можно утверждать, что «никаких трудностей в тензорном исчислении нет». 

Успехи тензорного исчисления в решении ряда задач науки и техники вы¬ 
звали соблазн сопоставить его с другими областями математики, в частности - 
с векторным исчислением. И сразу было провозглашено, что тензорное исчис¬ 
ление является обобщением векторного исчисления, а вектор - частный случай 
тензора. Главной причиной такого утверждения является то, что тензор опреде¬ 
лён в //-мерном пространстве, а вектор - только при п< 3. Но векторное исчис¬ 
ление и не может быть использовано при п> 3 , поэтому с этой точки зрения 
тензорное исчисление является обобщением векторного исчисления. Но если 
ограничиться рассмотрением тензоров и векторов в одном и том же трёхмерном 
пространстве, то сразу выясняется, что вектор может быть разложен по произ¬ 
вольному базису, т.е. по континууму базисов, в то время как тензор (в соответ¬ 
ствии с его определением) только по двум базисам, один из которых может 
быть произвольным (ковариантный базис), а другой - взаимным или взаимно 
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обратным с ним (контравариантным базисом). Поэтому с точки зрения тензор¬ 
ного исчисления называемые векторами тензоры первого ранга необходимо 
подразделять на контравариантные векторы і' 0 с ковариантным базисом е ( и 
ковариантные векторы ('■ с контравариантным базисом е 1 . Поэтому, в отличие 

от векторного исчисления, в тензорном исчислении понятие «вектор» вообще 
не определено, а определяется как совокупность контравариантных и ковари- 
антных векторов. Такое определение аналогично определению монотонной 
функции в математическом анализе как совокупности монотонно возрастаю¬ 
щих и монотонно убывающих функций. Но в математике, понимаемой как со¬ 
вокупность всевозможных её дисциплин, другого определения монотонной 
функции не существует, в то время как в математике, даже понимаемой только 
в ограниченном смысле и то только как совокупность векторного исчисления и 
тензорного исчисления, существует определение вектора, не зависящее от ка¬ 
кой бы то ни было его вариантности. 

Понятие вариантности привнесено в векторное исчисление из тензорного 
исчисления из-за необходимости в последнем различать тензоры различного 
ранга т>1, для определения каждого из которых дополнительно вводится по¬ 
нятие вариантности, в результате чего определяется не просто тензор ранга т, а 
р раз контравариантный и ц раз ковариантный тензор ранга т=р+д. Но тензор¬ 
ное исчисление возникло из желания упростить расчёты в и-мерном простран¬ 
стве при произвольном п, а не только при п < 3 как в векторном исчислении. 
Тогда для этого потребовалось отождествлять, вообще говоря, инвариантную 
величину - тензор с совокупностью его координат. Но координаты вообще че¬ 
го-либо зависят от базиса, поэтому тогда подобная зависимость методически 
была учтена с помощью верхних и нижних индексов при коренной букве, обо¬ 
значающей инвариантный тензор. А так как размещение индексов по высоте 
коренной буквы методически совершенно неприемлемо, то в современном тен¬ 
зорном исчислении пришлось ограничиться только двумя базисами, которые 
(для обеспечения простоты сложных по существу расчётов) к тому же взаимно 
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обратны, т.е. не являются независимыми друг от друга. Последнее сразу же 
ограничивает класс решаемых в рамках тензорного исчисления практически 
важных задач. 

Векторное исчисление определено только при п< 3, и не претендует на 
применимость в «-мерном пространстве, где его сравнивают создатели и потре¬ 
бители тензорного исчисления. Поэтому в векторном исчислении не требуется 
отождествлять вектор с его координатами. Более того, подобное отождествле¬ 
ние бессмысленно, так как при п< 3 определено понятие направления (его 
можно нарисовать независимо от выбора базиса), а при п> 3 - нет. Если век¬ 
торное и тензорное исчисление сравнивать между собой в одном и том же 
трёхмерном пространстве, то следует признать, что тензор первого ранга (т=1), 
который по определению может быть разложен только по двум базисам, явля¬ 
ется частным случаем вектора, который может быть разложен по любому бази¬ 
су. 

Более сложным, чем вектор в трёхмерном пространстве является широко 
используемое в линейной алгебре понятие линейного отображения или линей¬ 
ного оператора, переводящее линейное пространство і в линейное простран¬ 
ство //, которое для случая Ь’=Ь называют линейным преобразованием ли¬ 
нейного пространства Ь. Суть возникающих здесь более серьёзных трудностей 
проще всего пояснить путём цитирования определения линейного преобразова¬ 
ния, которое имеется, например, в учебнике для студентов высших технических 
учебных заведений, рекомендованном Министерством общего и профессио¬ 
нального образования Российской Федерации: А.Н. Канатников, А.П. Крищен- 
ко «Линейная алгебра» под редакцией д-ра техн. наук, профессора В.С. Заруби¬ 
на и д-ра физ.-мат. наук, профессора А.П. Крищенко. Москва, Издательство 
МГТУ им. Н.Э. Баумана, 1999. В нём на стр. 128 можно прочитать: «Отображе¬ 
ние А\ Ь —э і! из линейного пространства Ь в линейное пространство I' назы¬ 
вают линейным отображением или линейным оператором, если выполнены 


следующие условия: 
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а) А (х+у) =Л (х) +А (у) для любых векторов х,уе Ь ; 

б) А(Лх)=ЯА(х) для любого вектора хе і и любого числа Ле К . 

Линейный оператор А: который осуществляет отображение ли¬ 

нейного пространства Л в себя, называют также линейным преобразованием 
линейного пространства б и говорят, что линейный оператор А действует в ли¬ 
нейном пространстве Ь. 

Условия а, б определения можно скомбинировать в виде одного условия, 
например, так: для любых ду;е і и любых действительных Л и и 

А( Лх+ /и у)= Л(Ах)+ /л{Ау)". 

Однако последнее равенство с точки зрения принятых авторами и редак¬ 
торами этого учебника обозначений должно иметь вид 

А( Ах+/иу)= ЛА(х)+ [іА(у) , 

т.е. левая открывающая скобка должна быть написана не перед, а после буквы 
А. Что это: просто опечатка или просто сознательное упрощение записи 
А(х)=Ах? 

При решении этого вопроса с одним из авторов учебника А.П. Крищенко 
был получен ответ, что это именно упрощение записи. Но тогда почему упро¬ 
щение не взято в виде А(х)=хА ? На этот вопрос А.П. Крищенко ответил: «Так 
не принято», но признал, что изложение в этом месте учебника требует поясне¬ 
ния, хотя в лекциях он делает нужные пояснения. Но подобного рода пояснения 
сравнительно легко сделать не в начале, а в конце рассматриваемого раздела о 
линейных преобразованиях, когда уже введены конкретные представления и 
оператора А и вектора х , и можно придать какой-то смысл рядом поставлен¬ 
ным вектору х и оператору А. 

Для прояснения ситуации для непосвящённых, а также для тех, кто созна¬ 
тельно игнорирует имеющиеся здесь трудности, можно воспользоваться про¬ 
стейшими аналогиями. 


Аналог 1 
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Возьмём действительную функцию /(х) одного действительного перемен¬ 
ного х, которую согласно принятым в рассматриваемом учебнике обозначениям 
можно записать в виде /(х)=/х. Но возникает вопрос, какое действие в этой за¬ 
писи надо поставить справа между / и х, и как трактовать здесь величину /.' В 
данном случае ответ прост: так как функция ]'(х) должна по определению удо¬ 
влетворять условиям а, 6, то коэффициент /тоже должен быть действительным 
числом, а между /их должен подразумеваться знак умножения, который при¬ 
нято иногда обозначать точкой: /с=/-х. Но для действительных чисел /их 
умножение коммутативно, поэтому / • х = х • /, откуда следует, что 
Дх) = /х = х/. 

Но на функцию /(х) можно смотреть как на отображение А простран¬ 
ства действительных чисел Ь~К (фигурирующего в условиях а, б) в себя, по¬ 
этому здесь вполне уместно равенство 

А(х)=Ах=хА, 

несмотря на то, что «так не принято». 

Аналог 2 

Пусть теперь Ь - пространство матриц-столбцов размером 3x1. Тогда 
линейное преобразование у=А(х) вектора х в вектор у, которые отождествляют¬ 
ся со столбцами соответственно 



(х л 

х і 


М 

х= 

х 2 

и у= 



і^Д 




согласно принятым в учебнике обозначениям можно записать в виде 


У= 

' У і" 
У 2 

=А (х) =Ах=А 

д/ 

х 2 


ид 


ид 


откуда с учётом условий а, б цитированного определения следует, что 
линейное преобразование А должно совпадать с некоторой матрицей А с разме¬ 
рами 3x3 и между А их должно подразумеваться произведение. Но так как 
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произведение матриц не обладает свойством коммутативности, то равенство 
А(х)=Ах=хА в данном случае просто не имеет смысла, а потому и не использу¬ 
ется, и вовсе не потому, что «так не принято». 

Аналог 3 

Пусть Ь - пространство матриц-строк размером 1x3. Тогда линейное 
преобразование у=А(х) вектора Л' в вектор у, которые отождествляются со стро¬ 
ками соответственно 

х=(х 1 х 2 х 3 ) И у={у 1 у 2 у 3 ), 

согласно принятым в цитированном учебнике обозначениям необходимо запи¬ 
сать в виде 

У=(Уі У 2 у 3 )= А (х)=Ах=А(х 1 х 2 х 3 ), 

откуда видно, что такая запись вообще невозможна из-за невозможности при¬ 
дать ей какой бы то ни было смысл. А возможно как раз то, что «не принято»: 

У=(Уі у 2 Уз)=А(х)=хА=(х 1 х 2 х 3 )А, 

где линейное преобразование А должно совпадать с некоторой числовой мат¬ 
рицей А с размерами 3x3, и между хи А должно подразумеваться произведе¬ 
ние. Но если в данном случае придан смысл выражению А(х)=хА как произве¬ 
дению матриц, то из-за некоммутативности последнего не имеет смысла и при¬ 
нятое для упрощения в учебнике выражение А(х)=Ах, а имеет смысл как раз то, 
что «не принято», т.е. второе возможное представление А(х)=хА, так же удо¬ 
влетворяющее определениям а, б линейного отображения. 

Анализируя состояние изложения теории линейных преобразований ли¬ 
нейных пространств в других учебниках, можно сделать вывод, что в принципе 
верное и похвальное стремление к упрощению записи линейного преобразова¬ 
ния в виде у=А(х)=Ах затем молчаливо трактуется как произведение у = А ■ х 
без каких бы то ни было указаний, что именно имеется в виду и под оператором 
А и под вектором х. 

Впрочем, подобная «молчаливость» уже была озвучена задолго до появ¬ 
ления цитированного учебника в известном переводном, уже втором, издании: 
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К. Корн и Т. Корн «Справочник по математике для научных работников и ин¬ 
женеров. Определения, теоремы, формулы», Москва, «Наука», 1970, где на 
странице 367 читаем: 

«Каждое линейное преобразование может быть записано как умножение 

на линейный оператор А (линейную операцию), причём 
А (х+у)=Ах+Ау, А (ах)= а (Ах)», 

где изначально не используются более осторожные определения а, б, а потому 
непонятно, что именно подразумевается в левой части под произведением опе¬ 
ратора А на сумму векторов х+у, т.е. А-(х + у) вместо традиционной трактов¬ 
ки здесь левой части как оператора А от суммы векторов х+у. 

По традиции для трактовки произведения оператора А на вектор х ис¬ 
пользуется такое понятие как базис, по которому раскладывается сам вектор х 
(прообраз) и его образ - вектор у. В результате векторы ху и оператор А отож¬ 
дествляются с совокупностью их координат по выбранному базису соответ¬ 
ственно х,у,А. При этом координаты оператора А описываются всегда с помо¬ 
щью некоторой квадратной матрицы А с числовыми элементами. Что касается 
совокупности координат х,у, то они могут быть описаны с помощью матрицы- 
строки или матрицы-столбца. Из соглашения А(х)=Ах (а не хА) следует, что х,у 
- матрицы-столбцы (а именно не матрицы-строки). В результате вместо инва¬ 
риантного (т.е. независимо от выбора базиса и соответствующих координат) 
соотношения у—А (х) =Ах без чёткой интерпретации необходимых действий в 
правой части, характеризующих линейное преобразование, получается неинва¬ 
риантное соотношение у=Ах между координатами, зависящее от выбора базиса, 
но с чётко определёнными необходимыми арифметическими действиями, пред¬ 
писываемыми произведением матриц в правой части. 

Отсюда видно противоречие между инвариантным определением линей¬ 
ного преобразования и неинвариантным его представлением, связанным с вы¬ 
бором базиса не только для описания прообраза (т.е. вектора х), но и для описа¬ 
ния образа (т.е. вектора у). При этом возникает парадоксальная ситуация, когда 
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из-за принятого способа представления инвариантное линейное преобразование 
А, воздействуя на вектор л: и переводя его в вектор у, оказывается зависимым от 
прообраза х и от образа у. Абсурдность такой ситуации можно пояснить на 
примере прямой пропорциональной зависимости (линейной функции) у=ах, где 
коэффициент а не зависит ни от х, ни от у, а величина у зависит и от х, и от ко¬ 
эффициента а, который может быть взят произвольно (т.е. любым числом). 
Аналогичной должна быть ситуация относительно оператора А, но как это реа¬ 
лизовать из известной учебной литературы пока что неизвестно. 

Для прояснения ситуации необходимо, прежде всего, отказаться от пута¬ 
ющего «всё и вся» широко распространённого в математике, науке и технике 
непонятно откуда взявшегося соглашения на уровне определения, согласно ко¬ 
торому элементы любого линейного пространства «принято называть вектора¬ 
ми». В результате такого неправомерного соглашения оказалось возможным 
неверное отождествление в тензорном исчислении тензора и совокупности его 
координат. При этом математиков совершенно не волнует, что нет никакого 
критерия при отождествлении для выбора вида совокупности координат векто¬ 
ра: в виде матрицы-строки или матрицы-столбца. Почему-то не волнует мате¬ 
матиков и то, что инвариантный объект - вектор (или тензор) отождествляется 
ими с неинвариантной совокупностью его координат, к тому же неоднозначно. 

Чтобы не сталкиваться с вышеуказанными трудностями, необходимо чет¬ 
ко описать рассматриваемое линейное пространство, а не пытаться изучать его 
свойства в общем виде (это было бы похвально, если бы удалось ликвидировать 
при этом каким-либо методом вышеуказанные трудности). Например, можно 
отдельно изучать линейные пространства обычных трёхмерных векторов как 
направленных отрезков, «-мерных матриц-столбцов, «-мерных матриц-строк, 
прямоугольных матриц размером и х т и т.д. 

В случае пространства матриц в качестве базисных элементов можно 
взять матрицу того же строения, у которой на одном из пт мест стоит единица, 
а на остальных местах - нули. Совокупность таких тп элементов образует ба- 
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зис пространства прямоугольных т х п матриц, поскольку каждая такая матри¬ 
ца может быть представлена как линейная комбинация всех базисных тп эле¬ 
ментов, и нет необходимости пользоваться теоремой о существовании базиса в 
конечномерном линейном пространстве общего вида. В частности, существует 
три базисных элемента для представления произвольных матрицы-строки и 
матрицы-столбца из трёх элементов. Путём соответствующего умножения про¬ 
извольной невырожденной матрицы на каждый из трёх базисных элементов 
(или наоборот) можно убедиться в существовании бесчисленного множества 
базисов для представления любой матрицы-строки или любой матрицы- 
столбца. Такое представление аналогично известной из векторного исчисления 
теореме о единственности разложения данного вектора по произвольной тройке 
некомпланарных векторов, которая тоже называется базисом. 

Здесь следует подчеркнуть, что как при разложении матриц, так и при 
разложении векторов по базисным элементам, в обоих случаях коэффициента¬ 
ми разложения являются обычные числа, которые иногда называются коорди¬ 
натами. Однако в первом случае базисные элементы также описываются чис¬ 
лами, а во втором - не числами, а векторами. А это не одно и то же, что очень 
тонко отмечено в [20, с.157]: « Замечание . Описание физического состояния 
векторными величинами следует рассматривать не только как способ сокра¬ 
щённой записи системы координатных уравнений одним уравнением, но и как 
пример математической модели, существенные элементы которой не ограничи¬ 
ваются числами». 

В связи с этим совершенно непонятно почему в цитированном учебнике 
«Линейная алгебра» и многих других учебниках для интерпретации линейного 
преобразования вектора л: в вектор у вида у=А (х) =Лх используется только один 
базис якобы на том основании, что оба вектора: и прообраз л: и образ у принад¬ 
лежат одному и тому же пространству Ь. На самом деле даже если оба эти век¬ 
тора принадлежат одному и тому же пространству, всё равно каждый из них 



19 


может быть разложен по своему базису, которые могут и не совпадать друг с 
другом. 

В результате игнорирования этого обстоятельства у учащегося может 
возникнуть ложное представление, что линейное преобразование А характери¬ 
зуется сведёнными в квадратную матрицу А координатами, которые, как и век¬ 
тор, определяются или находятся с помощью только одного базиса. 

На самом деле линейное преобразование может зависеть от двух произ¬ 
вольных базисов, которые никак не связаны ни с прообразом в виде вектора х, 

Л 

ни с его образом в виде вектора у, а может описываться с помощью тензора А 
второго ранга без подразделения на какую бы то ни было вариантность (ко- и 
контравариантность) с помощью одного из двух равенств: 

Л 

у= у —А (х) =Ах= А • х 

или 

л 

у=у=А(х)=хА=х ■ А , 

где точка означает скалярное произведение тензора на вектор или вектора на 
тензор. 

Как это сделать фактически, изложено в обширной статье «Методические 
трудности современного тензорного исчисления и метод их устранения с при¬ 
менением в электродинамике», опубликованной в журнале «Электромагнитные 
волны и электронные системы» №10, т. 10, 2005 под рубрикой «Новые матема¬ 
тические методы», которая положена в основу данного учебного пособия. 

Принято считать, что высшее образование в России должно опираться на 
все (в том числе и последние) достижения науки и техники. Тем не менее, в 
России выходит учебное пособие для ВУЗ «Линейная алгебра и аналитическая 
геометрия», Москва. Академический проект, 2006, которое допущено мини¬ 
стерством образования РФ в качестве учебного пособия для студентов ВУЗ, 
обучающихся по направлениям и специальностям в области техники и техноло- 
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гии. Автор этого учебника А.С. Киркинский на стр. 73 пишет: «Элементы про¬ 
извольного линейного пространства часто также называют векторами, это не 
приведёт нас к путанице». Вот так: если раньше математики (например, М.М. 
Постников) как-то оговаривались, называя вектором то, что таковым не являет¬ 
ся, то в настоящее время это делается осознано и безапелляционно, т.е. без вся¬ 
ких оговорок. И это в условиях, когда почти год назад уже появилась статья в 
научном журнале, которая должна была бы насторожить А.С. Киркинского и 
удержать его от такого рода заявлений. Более того, при желании анализа статьи 
он мог бы и сам увидеть массу «путаниц», т.е. приведённых выше противоре¬ 
чий, приводящих к необходимости издания данного учебного пособия. 

В процессе подготовки вышеупомянутой статьи к публикации, выясни¬ 
лось разное отношение к материалу статьи некоторых математиков и физиков. 
Физики сразу поняли, какое облегчение может принести при решении практи¬ 
ческих задач последовательно инвариантный безындексный подход в представ¬ 
лении заведомо инвариантных тензорных величин, для которых существовало 
только неинвариантное определение. 

Математики, особенно те, кто занимается преподаванием тензорного ис¬ 
числения, считают, что «в тензорном исчислении никаких трудностей нет», а 
потому такая статья вообще не нужна. Можно согласиться, что внутри самого 
тензорного исчисления никаких трудностей нет. Но надо смотреть и на воз¬ 
можности тензорного исчисления при решении возможных практических задач. 
Например, в тензорном исчислении одновременно может использоваться толь¬ 
ко два взаимно связанных базиса, чего явно недостаточно, например, при реше¬ 
нии граничной задачи на многослойном теле, когда с каждой границей раздела 
должна быть связана своя система координат с соответствующим криволиней¬ 
ным базисом. 

Более того, строго говоря, в рамках существующего тензорного исчисле¬ 
ния нет возможности решить такую элементарную задачу векторного исчисле¬ 
ния, как разложение данного вектора на тангенциальную и нормальную состав- 
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ляющие относительно данной криволинейной поверхности из=сотІ в общей 
криволинейной системе координат и и из, из, однозначно задаваемой с помощью 
декартовой системы координат, например, в базисе из базисных ортов і,],к . 
Для решения этой задачи в векторном исчислении в одном и том же евклидо¬ 
вом пространстве одновременно используется три базиса: базис из касательных 
к координатным линиям векторов Г 7 ,? 2 ,?П базис из нормалей к координатным 
поверхностям п 1 ,п 7 ,п 3 и «смешанный» базис ? 7 , 1 2 , п 3 . При этом векторы І і и 
п к не обязаны быть единичными (т.е. не являются ортами), но являются взаим¬ 
но ортонормальными, т.е. их скалярные произведения удовлетворяют условию 
1 і -п к = д ік , где З ік - символ Кронекера. 

Тензорное исчисление с самого начала строится как некоторое соотноше¬ 
ние между координатами (того, что называется вектором) в основном и-мерном 
пространстве Ь с базисными векторами е, и координатами (того, что называется 
вектором) во взаимном пространстве Ь' с базисными векторами е, которые по 
определению должны удовлетворять условию (в/, е к )= 8 к = 8 ік . 

По форме это условие совпадает с условием ортонормальности в обыч¬ 
ном трёхмерном евклидовом пространстве, в котором работает векторное ис¬ 
числение. При этом не конкретизируется ни вид базисных векторов в/, е к , ни 
правила действий с ними, чтобы получить 8 ік . В результате всякая «привязка» 
существующего тензорного исчисления к решению практических задач натал¬ 
кивается на «железное» возражение: «так делать нельзя». Например, нельзя ис¬ 
пользовать «смешанный» базис г 7 ,? 2 ,й 2 потому, что в нём два вектора ? 7 , 1 2 
принадлежат основному пространству Ь, а третий п 3 — взаимному пространству 
і' . Вот так: по форме - правильно, а по существу - издевательство над дей¬ 
ствиями векторного исчисления в обычном трёхмерном пространстве, где тен¬ 
зорное исчисление запрещает использование одновременно более двух базисов. 
А ведь математики-алгебраисты считают тензорное исчисление обобщением 
векторного исчисления. Но какое же это обобщение, если в векторном исчисле- 
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нии вектор может быть разложен одновременно по произвольному числу бази¬ 
сов, а в тензорном исчислении - только по двум? Ведь очевидно, что только тот 
факт, что тензорное исчисление определено в пространстве с произвольным 
числом измерений п, а векторное исчисление - только при п<Ъ, не может слу¬ 
жить обоснованием того, что тензорное исчисление является обобщением век¬ 
торного исчисления. Более того, эти исчисления вообще невозможно сравни¬ 
вать друг с другом, поскольку под вектором в них понимаются совершенно 
разные объекты. Чтобы это понять, достаточно задаться вопросом в одном и 
том же трёхмерном пространстве: какая разница между понятием вектор в век¬ 
торном исчислении и понятиями вектор, контравариантный вектор, ковариант- 
ный вектор - в тензорном исчислении? 

Выше уже говорилось о негативных последствиях использования назва¬ 
ния «вектор» для элемента линейного пространства. Но вслед за математикой 
это название в настоящее время проникло практически во все области науки, 
техники, лингвистики и т.п. Поэтому отказаться от термина «вектор» там, где 
он не имеет своего первоначального смысла направленной величины, и соблю¬ 
сти тем самым дух, т.е. общую направленность законов об авторском праве, па¬ 
тентах и т.п., по-видимому, затруднительно. Но надо. 

В связи с этим уместно процитировать одно место из книги: М. Клайн 
«Математика. Утрата определённости». Перевод с английского Ю.А. Данилова 
под редакцией доктора физико-математических наук, профессора И.М. Яглома. 
Москва, «Мир», 1984, с. 10: 

«Возможно, многие математики предпочли бы вести откровенный разго¬ 
вор о современном статусе своей науки в узком кругу профессионалов. Пуб¬ 
личное обсуждение возникающих трудностей они считают таким же проявле¬ 
нием дурного вкуса, как разглашение перед посторонними семейных тайн. Но 
мыслящие люди должны отчётливо сознавать сильные и слабые стороны тех 
средств, которыми они располагают. Ясное понимание ограниченности (равно 
как и возможностей) того или иного подхода приносит несравненно больше 
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пользы, чем слепая вера, способная исказить наши представления или даже 
привести нас к краху. 

Бруклин, штат Нью-Йорк. 

Январь 1980 г. М. Клайн» 

В данном учебном пособии показана ограниченность тензорного исчис¬ 
ления в трёхмерном пространстве по сравнению с векторным исчислением. А 
чтобы тензорное исчисление не привело «нас к краху», в предлагаемом учеб¬ 
ном пособии показан способ обобщения понятия «вектор» до понятия «тензо- 
вектор» ранга т, в котором объединились все свойства векторов и тензоров в 
трёхмерном пространстве. При этом вектор оказывается тензовектором ранга 
т= 1 без подразделения на какую бы то ни было вариантность, что позволяет 
сохранить за вектором возможность быть разложенным по любому базису, а не 
только по двум: основному и взаимному. Последнее обстоятельство позволяет 
считать, что в результате сделанного обобщения возникло тензорное (а, точнее, 
тензовекторное) исчисление, которое полностью обобщает векторное исчисле¬ 
ние на случай векторов (точнее, тензовекторов) произвольного ранга. В частно¬ 
сти теперь в тензовекторном исчислении оказывается определённым ранее не¬ 
определённое в тензорном исчислении понятие векторного произведения, как и 
должно быть при подлинном (а не только декларированном) обобщении век¬ 
торного исчисления, где векторное умножение хорошо определено изначально. 

Подобное обобщение понадобилось физикам в полном соответствии с 
мнением Ричарда Фейнмана: «Когда в физике проблема оказывается трудной, 
мы можем заглянуть к математикам - вдруг они уже встречались с такими во¬ 
просами и имеют готовые способы доказательства? Но может оказаться, что 
они этим ещё не занимались. Тогда нам придётся самим изобрести доказатель¬ 
ства и потом передать их математикам». 

Ричард Фейнман. «Характер физических законов», Москва: «Мир», 1968, 
Лекция 2 «Связь математики с физикой», с. 45. 
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Глава 1 


Аналитический обзор существующих общих для векторного исчис¬ 
ления и тензорного исчисления обозначений и понятий 

Обычно в учебниках по векторному исчислению используются определе¬ 
ния, понятия и обозначения, необходимые для изложения именно векторного 
исчисления. Аналогично при изложении тензорного исчисления понятие «век¬ 
тор» в лучшем случае используется лишь на самом первом этапе построения 
теории тензорного исчисления. Затем провозглашается, что вектор есть част¬ 
ный случай тензора со всеми вытекающими отсюда последствиями с ограниче¬ 
нием свойств векторов и т.п. 

Как видно из предисловия, основные понятия, определения и обозначе¬ 
ния современного тензорного исчисления входят в вопиющее противоречие с 
таковыми в векторном исчислении. Основная задача данного учебного пособия 
в том и состоит, чтобы придать существующему тензорному исчислению подо¬ 
бающий ему статус исчисления, действительно обобщающего векторное исчис¬ 
ление. А для этого совершенно необходимо опираться на литературные источ¬ 
ники, где одни и те же определения, понятия и обозначения используются од¬ 
новременно как в существующем тензорном исчислении, так и в независимом 
от него векторном исчислении. Таких источников немного, но они есть. 
Например, в монографии И. С. Аржаных «Обращение волновых операторов», 
АН УЗССР, Ташкент, 1962 на стр. 7 можно прочитать: «Тензорные обозначения 
применим в следующем виде: 
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Таким образом, у нас будут встречаться три типа произведений векторов: 

скалярное (я,б), векторное [я,б] и тензорное {я ,ь} . 

В цитате под тензором понимается заключённая в фигурные скобки сово¬ 
купность его координат в ортонормальном базисе і ,/,/с, а под вектором - ве¬ 
личина а , где векторный характер величины обозначается чертой сверху. Ниже 
векторный характер величины будет обозначаться стрелкой сверху, а чертой 
сверху - столбец из совокупности координат вектора. Подобная дискриминация 
уже сама по себе позволяет избежать терминологических противоречий в са¬ 
мом начале изложения предмета исследования: если в цитате во втором равен¬ 
стве под я ещё можно подразумевать вектор я, то в третьем равенстве явно 
напрашивается вывод о том, что я вовсе не вектор я, а именно матрица- 
столбец из трёх его координат а,,а 2 ,а 3 в заданном базисе. 

Таким образом, в обозначениях я и я легко отличаются друг от друга 
вектор я и совокупность его координат я . С этой точки зрения неясны обозна¬ 
чения А в первой формуле и А - в третьей формуле. Например, ./ может обо¬ 
значать единичную матрицу, а может и единичный тензор. Аналогично А мо¬ 
жет обозначать просто любую матрицу с размерами 3x3, а может и тензор вто¬ 
рого ранга в трёхмерном пространстве. Кроме того, неясно, знак какого дей¬ 
ствия следует поставить слева между А и а в третьей формуле. 

Соответствующего необходимого дискриминирования обозначений в 
приведённой монографии И. С. Аржаных нет. Это сделано ниже в гл. 2 путём 
систематизации всех приведённых здесь материалов и обоснованного введения 
всех необходимых обозначений. 

В справочном руководстве К. Ланцоша «Практические методы приклад¬ 
ного анализа» ГИФМЛ, Москва 1961 г. на стр. 67 можно прочитать: 

«2. Векторы и тензоры 

Векторы отличаются от скаляров тем, что имеют не только величину, но 
и направление . Но они являются не единственными величинами, для изучения 
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которых приходится выйти за область скаляров. Векторы можно изучать в ка¬ 
кой-либо системе координат и задавать с помощью их координат. Так, напри¬ 
мер, в пространстве трёх измерений вектор а имеет координаты а ] ,а 2 ,а 3 и 

изображается формулой а = а 3 і + а 2 і + а 3 к , или в иной форме а =(а 1 ,а 2 ,а 3 ). 

Эта запись является кратким указанием на то, что три числа а 1 ,а 2 ,а 3 , 
называемые координатами вектора, однозначно характеризуют вектор я 1 2 . Да¬ 
лее на стр. 68 можно прочитать: «В процессе развития естественных наук в XIX 
веке было обнаружено, что векторы представляют собой лишь очень узкий 
класс нескалярных величин, так называемых тензоров, а именно тех тензоров, 
которые могут быть охарактеризованы системой чисел я, с одним индексом. В 
общем случае индексов может быть два, три или более: а^;а^ к ... . 

Среди этих тензоров наиболее важны тензоры второго ранга - . Тензор 
второго ранга характеризуется двумя индексами: а ік . Составляющие (или ко¬ 
ординаты) такого тензора могут быть расположены в следующей двумерной 
квадратной таблице: 


а 11 

а 12 

а 13 ' 

• а 1п Л 

а 21 

а 22 

а 23 ' 

■ а 2п 

а п1 

а п2 

а пЗ ■ 

а пп / 


Таким образом, первый индекс указывает строку , а второй индекс - стол¬ 
бец, которому принадлежит составляющая а ік . Заключая схему в скобки, мы 
хотим показать, что всю совокупность этих составляющих мы должны рас¬ 
сматривать как одно целое. Ни одна из этих составляющих не имеет самостоя¬ 
тельного значения. Только совокупность всех составляющих определяет тензор 
подобно тому, как только вся совокупность координат образует вектор 3 . 

1 Если, конечно, заданы ещё и координатные векторы і ,_/, к . Поэтому указанное выше обозначение 

СІ — ($у, &2 ? ) является неполным и его следовало бы заменить, например, таким: 

СІ — {о ,!, 0 . 2 ’ ] к ' Этого, однако, не делают в целях краткости». 

2 В математической литературе принято также говорить «второй валентности или второго порядка». 

3 Существенно добавить, что эта совокупность составляющих определяет тензор относительно некоторой вы¬ 
бранной системы координат, заданной векторами, например, /, у ,к для трёхмерного пространства. Поэтому 
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На самом деле отбрасывание указания координатных векторов у сово¬ 
купности координат вектора «в целях краткости» объективно приводит к труд¬ 
ностям иного характера, что и будет показано ниже в главе 2. Там же будет по¬ 
казано, что «в целях краткости» следует не отбрасывать указание на коорди¬ 
натные векторы, а ввести в рассмотрение базис ё в виде матрицы-столбца из 
координатных векторов и одновременно матрицу-столбец а из координат век¬ 
тора а в базисе е , который кратко можно назвать координатой вектора а : 


/7 Л 


л 

і 


а \ 




І 

, а — 

а 2 

А 


\ а ъ) 


В результате вместо подстрочного выражения {а І ,а 2 , а з\ - ^ получаем 

более удобное обозначение (я 7 ,а 2 ,аА, в котором матричный индекс ё уже не 
занимает много места, а потому нет большой необходимости опускать его «в 
целях краткости». 

Более того, в результате введения столбцов ё и а вместо бессмысленных 
выражений типа: 

а = (а 1 ,а 2 ,а 3 ) = {а 1 ,а 2 ,а 3 \ 1і ={а 1 ,а 2 ,а 3 \ 

для вектора а из его определения легко получаются компактные выражения в 
виде матричного произведения координаты на базис, сохраняющие его инвари¬ 
антность: 

а = а 1 і + а 2 ] + а 3 к = а т ё =ё т а=а-=ё =ё т а=, 
где индекс «7» означает известную операцию матричного транспонирования. 

Что касается тензоров второго ранга, то указанная К. Ланцошем необхо¬ 
димость заменить «обозначение тензора с помощью матрицы (а ік )» на более 


указанное выше обозначение тензора с помощью матрицы \С1^ ) является неполным и его следовало бы заме¬ 
нить, например, таким: {сі ік \ ■ При изменении координатной системы, т.е. при переходе к другим коорди- 

тѵ ~і/ Г7 _ / 

натным векторам I , ^ , /С , этот же тензор определялся бы новой совокупностью чисел & ік и обозначался бы 







28 


информативное обозначение (а ік )^ не выдерживает скрупулёзной критики, 
так как относится лишь к случаю, когда оба индекса относятся к одному и тому 
же базису е . В главе 2 будет показано, что в общем случае тензор второго ран¬ 
га должен характеризоваться двумя базисами: базисом слева и базисом справа. 
Эти базисы могут быть совершенно независимыми друг от друга. А у К. Лан- 
цоша каждый из них равен ё . Если воспользоваться принятым там обозначени- 

Л 

ем для тензора в виде «крышки» ( Л ), то для произвольного тензора А можно 

Л 

написать: А = р т Ащ с/ , где рис/- произвольные базисы соответственно еле- 

Л 

ва и справа, а Ащ - произвольная 3x3 матрица из координат тензора А в этих 
базисах. 

Если р = і/ = е , то в обозначениях Ланцоша имеем: 

А = А ёг= ( а ік )гг = («й X = («й Х,],к • 

Однако у Ланцоша существование тензора второго ранга просто постули¬ 
руется и никак не связано с одновременным существованием векторов как 
направленных отрезков. Но в его справочном руководстве и не было задачи 
развития тензорного исчисления. Анализ литературы показывает, что большин¬ 
ство авторов для развития тензорного исчисления берут за основу такую неин¬ 
вариантную характеристику инвариантного вектора как совокупность его коор¬ 
динат в некотором базисе. В результате по идее инвариантная величина-тензор 
оказывается определённой неинвариантно, в результате чего в тензорном ис¬ 
числении оказываются невозможными такие простые действия, как скалярное 
умножение и векторное умножение в векторном исчислении. 

И только в монографии Н.Е. Кочина «Векторное исчисление и начала 
тензорного исчисления», Наука, Москва, 1965 г. развито инвариантное тензор¬ 
ное исчисление как истинное обобщение векторного исчисления с сохранением 

Юг.гх” 


так: 
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всех возможностей последнего. Правда, сделано это в частном случае аффин¬ 
ных ортогональных тензоров второго ранга, общее выражение для которых ока¬ 
залось возможным получить путём формальной замены скалярных координат 
вектора в его разложении по ортонормальному базису і ,],к на некоторые век¬ 
торы. 

Открывшиеся (в результате такого обобщения понятия «вектор») воз¬ 
можности столь велики, что с их помощью легко удалось определить такое 
сложное понятие, как производная векторной функции по векторному аргумен¬ 
ту, которое будет использовано при нахождении общего вида линейного преоб¬ 
разования путём решения соответствующих функциональных уравнений. Как 
именно сделано такое определение проще всего показать путём обширного ци¬ 
тирования избранных мест этой замечательной монографии, которая в настоя¬ 
щее время является библиографической редкостью. Кроме того, с помощью та¬ 
кого цитирования будут весьма компактным путём введены некоторые понятия, 
совершенно необходимые для данного учебного пособия (с. 288 - 344): 

«Аффинные ортогональные тензоры 

§22. Понятие аффинного ортогонального тензора 

1. Многие задачи геометрии, механики и физики приводят к понятию 
тензора, которое имеет более сложный характер, нежели понятие вектор, и яв¬ 
ляется некоторым его обобщением. 

Однако в то время как для каждого вектора мы имеем простую геометри¬ 
ческую интерпретацию в виде направленного отрезка, для тензора подобного 
простого, наглядного представления мы не имеем. Представляется поэтому не¬ 
обходимым дать новое определение вектора, путём естественного обобщения 
которого можно охватить и более сложный случай тензора. 

Допустим, что мы имеем прямолинейную прямоугольную систему коор- 
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динат О (в общей теории тензоров рассматривают любые криволинейные 

координаты, но мы раз и навсегда условимся, что будем употреблять в этой 
главе только прямолинейные прямоугольные системы координат). Проекции 
некоторого вектора а на оси этой системы координат обозначим, как обычно, 
через а х ,а ,а г , так что 

а = іа х + іа у + ка_... (1) 

Величины а х ,а ,а 2 называются составляющими этого вектора а по осям 

о х ,о у ,о г .... 

2. Обобщая данное выше определение вектора, введём понятие тензора. 
Если для каждой прямолинейной прямоугольной системы координат О хуг мы 

имеем совокупность трёх векторов р х ,р у ,р г ..., то совокупность этих трёх век- 

Л 

торов определяет новую величину П , называемую аффинным ортогональным 
тензором второго ранга. Векторы р х ,р ,р, могут быть названы составляющими 

А 

тензора П по осям 0 Х ,0 ,0 2 . Часто аффинные ортогональные тензоры второ¬ 
го ранга называют ещё аффиннорами. Мы будем называть их в этой главе про¬ 
сто тензорами. По аналогии с обозначением вектора (1) можно условиться вве¬ 
сти для тензора обозначение 

Л 

П = 1 Рх + ІР У + к Р= ’ ( 4 ) 

но только нужно помнить, что при таком обозначении порядок, в котором мы 
пишем векторы, играет существенную роль (можно было бы условиться обо- 

Л 

значатъ тензор П через р х і + /?, /' + р_к , но наше обозначение больше отвечает 
общепринятому)... 

Л 

4. Вернёмся к общему определению тензора. Пусть тензор П определён 
тремя векторами р х , р у и р г и пусть разложение этих векторов по ортам суть 
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Р х = ір„ + ІР ху + кр хг , 

Р у =іРу Х +]р„+кр у ,, (7) 

Р г =іР гх +]р ху +кр гг . 


Л 

Очевидно, что тензор П может быть также определён 9 числами, кото¬ 
рые называются компонентами тензора и записываются таблицей: 


П = { 


Рхх 

Рух 

Рхх 


Рху 

Руу 

Рху 



(В) 


Такие таблицы называются ещё иногда матрицами . 

Условимся, для сокращения письма, переименовать координаты х,у, 2 , в 


х 1 ,х 2 ,х 3 , орты і,],к в і 1 ,і 2 ,і 3 \ тогда для вектора а мы будем иметь разложе¬ 


ние по ортам 


а = і 1 а 1 + і 2 а 2 + і 3 а 3 . 


Вместо р х ,р ѵ ,р г теперь надо писать р 3 ,р 2 ,р 3 ; тогда будем иметь 


( 9 ) 


П = ір 1+ і 2 р 2 +1р 3 . (10) 

Наконец компоненты тензора надо обозначать через р кі (к = 1,2,3; і = 1,2,3), 
так что будем иметь 

Ри Рм Ра 

П =\ Р 2 1 Р 22 Рп Г ■ С 11 ) 

Рі, Ръ2 Ра. 

Так, например, р 23 есть третий компонент вектора р 2 , в старых обозна¬ 
чениях это будет р у „, т.е. г-я составляющая вектора р 2 ■ 


Иногда удобно тензор П, заданный таблицей из девяти чисел (11) обо¬ 
значать через {р к/ }. Аналогично вектор а можно обозначать через {а к }... 

Если мы в формулу (10) внесём выражения (7) для векторов р 3 ,р 2 ,р 3 , то 
мы получим так называемую девятичленную форму тензора: 
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П = ±ІрЛ • (15) 

Л =1 1=1 

6. Рассмотрим ещё несколько примеров тензоров. Покажем, что если для 
любой системы координат принять 

Рі1= Р22= РЗЗ=1 Ркі = 0{кфі), 

то получится тензор 

Л Г 10 0 1 

^=\0 1 0\, (16) 

[о о 1) 

который называется единичным тензором... 

Очевидно, что для единичного тензора 

Рі=іі,Р 2 =* 2 ’РЗ =*з- 

Следовательно, другой формой записи единичного тензора будет 

Л 

^ = І 1 І] + І 2 І 2 + ЦЦ- (17) 

В качестве второго примера возьмём два вектора а и Ь и составим мат¬ 


рицу 

І а І Ъ І а } Ъ 2 ЯіЪА 

а 2 Ъі а 2 Ъ 2 а 2 ЬЛ. (18) 

а 3 Ъі а 3 Ь 2 а 3 Ъ 3 ] 

Матрица (18) определяет тензор, который называется диадой и обознача¬ 
ется через аЬ. Составляющими этого тензора по осям х 1 ,х 2 ,х 3 являются, оче¬ 
видно 

р 3 = а ; Ь, р 2 =а 2 Ь, р 3 =а 3 Ъ . 

Обратим внимание, что диада 

1 Ъ 1 а 1 Ь 3 а 2 Ъ 2 а 3 1 

Ъ 2 а 1 Ъ 2 а 2 Ъ 2 аЛ (19) 

Ъ 3 а і Ь 3 а 2 Ъ 3 а 3 \ 

отлична от диады аЪ (18)... Тензор, который обозначается через 
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Ри 

Р21 

Рзі 

Р12 

Р22 

Р 32 

Різ 

Р 23 

Рзз 


.. .называется тензором, сопряженным с тензором 77 . 

Так например, диада (19) является сопряжённой с диадой (18). Очевидно, 

л Л 

что тензором, сопряжённым с тензором 77 является тензор 77 : 

Фх=п. 


§23. Сложение и разложение тензоров 


Л А 

1. Определим сумму двух тензоров: 77' с элементами р' к1 и 77" с элемен- 

А 

тами р ”[, как тензор 77 с элементами 

Ри = Ри + Ри- ( 1 ) 

...Так как 

з з з 

Рк = X РкгК > Рк = ХтѴѴ* Рк = X РкРг > 

Г=1 г-1 Г=1 

А 

то, очевидно, что составляющие тензора 77 по осям х ] ,х 2 ,х 3 определяются пу- 

А А 

тём сложения составляющих тензоров 77' и 77": 

Рк=Рк+ Рк ■ (2) 

Точно так же очевидно, что если мы умножим все элементы р кІ некото- 

А 

рого тензора 77 на один и тот же скаляр Л, то в результате мы получим новый 
тензор, компонентами которого будут Лр и . 

А 

Этот тензор естественно обозначить через Я 77. Составляющими этого 
тензора по осям х 1 ,х 2 ,х 3 , очевидно, будут являться Лр 1 ,Лр 2 ,Лрз ■ 
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Л 


2. Тензор П , обладающий тем свойством, что 
Ры=Рік {к,1 = 1,2,3), 


( 3 ) 


т.е. значение любого компонента которого не меняется от перестановки значков 
этого компонента, называется симметричным тензором . Таким образом, компо¬ 
ненты симметричного тензора, симметричные относительно главной диагонали 
таблицы тензора, равны между собой. Поэтому симметричный тензор опреде¬ 
ляется шестью величинами, а не девятью, как общий тензор... Если формулы 
(3) имеют место для одной какой-нибудь координатной системы, то эти форму¬ 
лы будут справедливы и в любой координатной системе. Очевидно, далее, что 
симметричный тензор является сопряжённым самому себе: 



(4) 


А 


Тензор П , обладающий тем свойством, что для любых значков к и / 

Ркі=~Рік {к,1 = 1,2,3), 


(5) 


т.е. значение любого компонента которого от перестановки значков этого ком¬ 
понента меняется на прямопротивоположное, называется антисимметричным 
тензором . 

Очевидно, что элементы антисимметричного тензора, стоящие на главной 
диагонали, равны нулю: 

Ркк ~ 0 , ибо р кк = ~р кк . 

Элементы же, симметричные относительно главной диагонали, равны по 
величине, но противоположны по знаку. 

Если ввести обозначения 

а 1 = Р32 = ~Р23’ Ю 2 — Різ = ~Рзі’ 0) 3 =Р21=~Рі2, 
то таблица антисимметричного тензора примет вид 


О -со ъ со 2 

со ъ 0 — со х >. 

- со 2 а\ О 


( 6 ) 
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Таким образом, антисимметричный тензор определяется только тремя ве¬ 
личинами со 1 ,а> 2 ,(0 3 ... Если формулы (5) имеют место для одной какой-нибудь 
координатной системы, то эти формулы будут справедливы и в любой коорди¬ 
натной системе... 

Таким образом, каждому антисимметричному тензору отвечает некото¬ 
рый аксиальный вектор и обратно. Отметим ещё, что составляющими антисим¬ 
метричного тензора по осям являются векторы 

р 1 =—со 3 і 2 + со 2 із = і 3 ха>, р 2 =і 2 ха>, р 3 = і 3 ха>. (8) 

Заметим, наконец, что тензор, сопряжённый с антисимметричным тензо¬ 
ром, отличается от последнего только знаком 

77. = -77. (9) 

3. Докажем теперь теорему: всякий тензор можно разложить, и притом 
единственным образом, на сумму двух тензоров, из коих один будет симмет¬ 

ричным, а другой антисимметричным . 

Л 

Пусть дан тензор 77 и мы хотим разложить его на сумму двух тензоров: 

Л Л 

симметричного Е и антисимметричного А : 

П = І+А. (10) 

Взяв от обеих частей этого равенства сопряжённые тензоры 

П с =Іс+ А с , 

в силу формул (4) и (9) получим 77 = 2 - А . Отсюда, в соединении с (10), 
найдём, что необходимо взять 


* Г/+ П ; 77- 77. 

Е =- А= -- 


(П) 


Л 

... Сумма тензоров Е и А даёт, очевидно, исходный тензор 77, следова¬ 


тельно, теорема доказана. 

4. В §22 мы условились символически записывать тензор 
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в виде 


Л \рц Р12 

Різ 1 


П = 1 Р21 Р 22 

Р 23 

\ (13) 

[РЗІ Р 32 

Рзз\ 


А 



П=1 1 р І +і 2 р 2 + 

ЧРз, 

(14) 


а также в виде 

П = І±Р к М. (15) 

к=11=1 

В том же параграфе мы ввели в рассмотрение особого рода тензоры, 
названные нами диадами; в настоящем же параграфе мы определили, что мы 
понимаем под сложением тензоров...формулы (14) и (15) справедливы и в том 
случае, когда правые части этих формул мы понимаем как сумму соответствен¬ 
но трёх и девяти диад... 

Так как всякий тензор можно представить в форме (14), то мы видим, что 
всякий тензор можно представить в виде суммы трёх диад ... 

Л 

Если мы имеем тензор П , представленный в виде суммы трёх диад 

Л 

П = а 1 Ъ 1 + а 2 Ъ 2 + а 3 Ь 3 , 

то сопряжённый тензор будет, очевидно, равен сумме трёх сопряжённых диад 

Л с =Ъ І а 1 +Ъ 2 а 2 +Ь 3 а 3 . 

Задача 161. Разложить на симметричную и антисимметричную части 
диаду аЪ. В частности выяснить значение аксиального вектора, соответствую¬ 
щего антисимметричной части. 

Л А 

Ответ. аЪ = 8+ А , 


где 
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а І Ъ І 

1 ^{а 1 Ъ 2 +а 2 Ъ 1 ) 

^ («А +а 3 Ь,) 

~[аЪ + Ъа)=■ 

4 (я А +а 2 Ъ 1 ) 

а 2 Ъ 2 

^{а 2 Ь 3 +а 3 Ъ 2 ) 


^(а]Ь 3 + а А) 

^{а 2 Ъ 3 +а 3 Ь 2 ) 

а 3 Ъ 3 

А = ^-(аЪ-Ъа)=\ со 3 
{-С0 2 

~ <0 3 0) 2 ] 

0 -о)Л, со 

со 1 0 \ 

1т _ 

= -Ьха. 


§24. Умножение тензора на вектор 


1. Пусть нам дан тензор 


Л _ _ Рп 

Р12 

Різ 

П = ЧРі + І 2 Р 2 + ’зРз = 1 Р21 

Р 22 

Р 23 

{ Рзі 

Р 32 

Рзз 


и вектор 


а — і І а 1 + і 2 а 2 + і 3 а 3 . 


(1) 

( 2 ) 


А 

Под скалярным произведением тензора П на вектор а справа мы будем 


подразумевать новый вектор а , который мы будем обозначать символом П а 
или, более коротко в тех случаях, когда это не может вызвать недоразумений, 

Л 

Пая который мы определим формулой 

Л Л 

а' = П а= Па = і](р] ■ а)+ і 2 (р 2 ■ а)+ і 3 (р 3 ■ а) = 

= І,{рц а 1 + Рі 2 а 2 + Рі 3 а 3 )+и{Р 21 а 1 + Р 22 а 2 + Р23 а з) + МРзі а 1 + Рз 2 а 2 + РзЗ а з) 
так что проекциями этого вектора а' являются 

а' 1 =Р п а 1 +Р 12 а 2 +р І3 а,, 
а’г = р 21 а 1 +р 22 а 2 +р 23 а 3 , 
а 'г=Р ,Л +Р^а 2 + р а а г . 


( 3 ) 


( 4 ) 
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Таким образом, скалярное произведение тензора П на вектор а есть век¬ 
тор, составляющие которого линейным однородным образом выражаются через 
составляющие вектора а , причём коэффициентами являются компоненты тен- 

Л Л 

зора 77. Вектор а —П- а называется поэтому ещё линейной векторной функ¬ 
цией вектора а . 

Из самого вида формул (4) ясна дистрибутивность и ассоциативность 
скалярного произведения тензора на вектор, выражающаяся формулами 

П { + П^ - а = П^ - а + П 2 - а, 

П і -{а 1 +а 2 )=П-а х +П-а 1 , (5) 

П- та — т\ П-а 


Рассмотрим частный случай, когда тензор 77 есть диада 

Л _ [Ѵ/ Ь]С 2 Ь]С 3 1 

П = Ъс=\Ъ 2 с 1 Ъ 2 с 2 Ъ 2 сЛ. 

ІѴ/ Ъ 3 с 2 Ъ 3 с 3 ) 

В этом случае формулы (4) приводятся к 

а' 1 =Ъ 1 (с-а), а 2 =Ъ-,(с ■ а), а' 3 =Ъ 3 (с-а) 
и, следовательно, мы получаем, что 

ірс)- а = Ъ(с ■ а). (6) 

Мы видим отсюда, что для того, чтобы скалярно помножить диаду на 
вектор, достаточно формально помножить на этот вектор ближайший к нему 
вектор диады. 


А 

Если тензор П есть сумма нескольких диад, например 

П = Мі+РгЧг+РА’ 


то в силу дистрибутивности произведения мы получим аналогичный результат 

(М +Рі4і + РАъ) а = рМі -а) + рМі-а)+ рАч* •«)• ( 7 ) 
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При перемножении тензора на вектор важно указывать порядок умноже¬ 
ния. Условимся понимать под скалярным произведением заданного формулой 

Л 

(1) тензора П на вектор а слева новый вектор а", который мы будем обозна- 

Л Л 

чать символом а ■ П , или короче а П , и который мы определим формулой 

а , = а-П = {а-і 1 )р 1 +(а-і 2 )р 2 +{а-і 3 )р 3 =а 1 р 1 +а 2 р 2 +а 3 р 3 (8) 

и в проекциях 

^і=^Ри +а 2Р2і +а зРзі 

сі’ = а І р ]2 + а 2 р 22 +а,р, 2 (9) 

а" = а іРп + а 2 р 1Ъ + а гРъъ . 

Для произведения вектора на диаду получим аналогично (6) 

а ■ ірс)= (а • Ъ)с 

и далее, аналогично (7), 

а{ріЧі + Р 2 Ч 2 + РзЧз) = {а ' рМі +( 5 ' рМ 2 +(« ' рМз- ( 10 ) 
Формулы (7) и (10) приводят к очень простому практическому правилу: 
для скалярного умножения суммы нескольких диад на вектор достаточно по¬ 
множить последний скалярно на ближайший к нему вектор каждой диады. 

Сравнение формул (4) и (9) приводит к одному важному выводу, выра¬ 
жающемуся формулой 

а ■ П = П с -а... (11) 

А 

2. В результате скалярного умножения тензора П на вектор а мы полу- 

А А 

чаем новый вектор а = П а . Поэтому на тензор П можно ещё смотреть как на 
оператор, совершающий преобразование одного вектора а в другой вектор а , 
проекции которого определяются формулами (4)... 

3. ...рассмотрим поле вектора а(г)=а(х 1 ,х 2 ,х 3 ). Дадим радиус-вектору 
г бесконечно малое приращение сіг и рассмотрим соответствующее прираще¬ 
ние сіа вектора а . Для проекций этого вектора сіа мы будем иметь формулы 


( 21 ) 
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с іа = Эх, + сіх + йх , 
Эх, Эх, Эх, 


, Эа, , да. . да, 

аа, = —- Эх, Н-- ах 2 н-- 

Эх, Эх, Эх, 


с/х. 


Эа, = сіх. + Эх, + Эх,. 

Эх, Эх 2 Эх 3 

На основании теоремы предыдущего пункта мы можем заключить, что 
коэффициенты линейных соотношений (21) образуют тензор, который есте¬ 
ственно называть тензором, производным от вектора а по вектору г , и обозна¬ 
чить через 


Эа 

Э? 


Э а. 

д а. 

Эа, 

Эх, 

дх 2 

Эх 3 

да 2 

да 2 

д а 2 

Эх, 

дх 2 

Эх 3 

да 3 

д а ъ 

Эа 3 

Эх, 

дх 2 

Эх 3 


( 22 ) 


Этот тензор имеет очень важное значение, потому что из него можно по¬ 
лучить все основные дифференциальные операции, рассмотренные в главе II. 
Формулы (21) можно теперь записать в очень простом виде: 


Э5 = — ■ Э?. 
дг 


(23) 


вполне оправдывающем обозначение производного тензора. 

Введём ещё в рассмотрение тензор, сопряжённый с (22). По причинам, 
которые сейчас выяснятся, его очень удобно обозначить через 


Эа 1 

да 2 

Эа 3 

Эх, 

Эх, 

Эх, 

Эа, 

да 2 

Эа 3 

дх 2 

дх 2 

Эх 2 

Эа, 

да 2 

Эа 3 

Эх 3 

Эх 3 

Эх 3 


§гаЭ а = Ѵа : 


Так как — = (Ѵй) с , то в силу формулы (11) будем иметь на основании (23) 
Э/“ 

сіа = сіг ■ §гада = Эг ■ V а. 

Полученная формула вполне аналогична формуле 


(24) 


( 25 ) 
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дер = ді ■ §тд ср = дг ■ V ср... 
Отметим совершенно очевидную формулу 

дг * 

СІГ 


(29) 


Наконец, разложим производный тензор да/ дг на симметричную и анти¬ 
симметричную части. Симметричный тензор есть 


І(^ + Ѵ5 | = 

21 дг 


да, 

дх, 

1 | Эа 2 Эй, 

2 ^ Эх, дх 2 

1 [ да ъ да, 

2 [ Эх, Эх 3 


да^ + да 2 
2 ^ Эх 2 дх, 
д а г 
дх г 

1 | Эя 3 Эя 2 

2 I Эх, Эх, 


1 р д і , Эа 3 

2^X3 Эх, 

1 ( да 2 Эя 2 

2 ^ Эх 3 Эх 2 

Эя 3 
Эх, 


(30) 


и в том случае, когда вектор а(г) представляет вектор смещения частиц упру¬ 
гого тела, называется деформационным тензором . 

Антисимметричная же часть производного тензора есть 


(31) 


Г о 

- со. 

С°2 1 

(да „ л 




0 

-со , 

ІЭг ) 3 



\-(О г 


0 ] 


где, как легко вычислить, вектор со равен 

1 


С 0=-гоШ . 

2 


(32) 


да 


Отсюда легко заключить, что тензор — симметричен только в том слу- 

сіг 

чае, когда а есть потенциальный вектор а = §гад ср. В этом случае очевидно: 


д §гад ср 
д? " 


: ѴѴСР = 


д 2 ср 

д 2 ср 

э V 

дх 1 . 

Эх, Эх, 

Эх, Эх, 

д 2 ср 

Э 2 ср 

э V 

Эх, Эх, 

дх\ 

Эх,Эх, 

д 2 ср 

д 2 ср 

э > 

дх,дх ъ 

Эх 2 Эх 3 

дх 2 


(33) 


4. Скалярное произведение симметричного или антисимметричного тен¬ 
зора на вектор обладает некоторыми особенностями, которые полезно отме¬ 


тить. 
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От умножения симметричного тензора П на вектор а как справа, так и 
слева получается один и тот же результат. 

В самом деле, мы имеем в силу формулы (11) и в силу симметричности 

тензора П 


а ■ П = Пс - а = П- а... 


Возьмём теперь антисимметричный тензор 



-со з 
О 


С0 2 

- СО ; «. 
О 


(34) 


(37) 


Умножая его на вектор а справа, мы получим вектор Ъ = А-а с составля¬ 
ющими 

Ъ , = А п а, + Л 12 а 2 + А І3 а 3 = - со ъ а 2 + со 2 а 3 , 

Ъ 2 = -со І а 3 + со 3 а ѵ 
Ь 3 = - со 2 а [ + со,а 2 . 

Отсюда видно, что 

Аа = 0)Ха. (38) 

Совершенно аналогичное вычисление показывает, что 

а-А = аха> = - А а. (39) 

Таким образом, результаты скалярного умножения антисимметричного 

тензора А на вектор а справа и слева отличаются только знаком. Это впрочем, 
является непосредственным следствием формулы (11) и формулы (9) §23... 

5. Совершенно аналогично скалярному произведению можно определить 
векторное произведение тензора 

п = І 1 р 1 +Т 2 р 2 +Т 3 р 3 


Л 

на вектор а справа как новый тензор ГІ ' , который мы обозначим символом 
Пх а и определим формулой 
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77х а — і і {р 1 Ха) + і 2 ( р 2 х а) + / 3 (р з ха). (42) 

Из самого вида этой формулы видна дистрибутивность векторного про¬ 
изведения тензора на вектор. Если взять за тензор П диаду Ъс , то, как легко 
проверить, получится 

Ъс ха = Ъ(с Ха), 

т.е. опять надо формально помножить на вектор а тот вектор диады Ъс , кото¬ 
рый стоит ближе к а . 

Это правило остаётся в силе и в случае векторного перемножения суммы 
нескольких диад на вектор а справа или слева. Образуем в качестве примера 
векторное произведение 

Ф = сдx^ , 

где со - некоторый вектор, У - единичный тензор. Так как 

ТО 

Ф = (а>хі 1 )і 1 +(а>хі 2 )і 2 + (<ух/ 3 )г 3 .. 

Помножая тензор Ф на произвольный вектор а справа, получим 

Ф а = {(ОХ г))(г 1 ■ а ) + {сох і 2 )(г 2 • а) + ( сі)Хі ъ )(/ 3 • а ) = 

= (сох і х )а, + (й)х і 2 )а 2 + (а>хі ъ )а 3 = (<ух а). 

Сравнение полученной формулы с формулами (37) и (38) показывает, что 

тензор Ф совпадает с тензором А , определённым соотношением (37). 

Дадим ряд задач, в которых выясним ещё некоторые вопросы... 

Задача 164. Если для трёх некомпланарных векторов а,Ъ,с , мы имеем 

Па=0, П-Ъ=0, Пс=0, 

то П-и = 0 для любого вектора й. 
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На основании предыдущих задач все тензоры можно разделить на 4 клас¬ 
са; а именно, возьмём три каких-либо некомпланарных вектора а,Ь,с и соста¬ 
вим векторы 

а' = Па, Ь' = ПЬ, с' = Пс, 
тогда могут оказаться четыре следующих случая: 

1) а' = Ь' = с' = 0, в этом случае назовём тензор П нулевым тензором . Все 
составляющие нулевого тензора равны нулю, так как из формул (4) ясно, что в 
противном случае нашёлся бы вектор а такой, что а' ^ 0. 

2) а',Ь', с коллинеарны, но не все сразу равны нулю - в этом случае тен¬ 
зор П называется линейным . 

3) а', Ъ', с компланарны, но не коллинеарны - в этом случае тензор П 
называется планарным . 

4) а',Ь', с' некомпланарны - в этом случае тензор П называется полным . 

Задача 165. Показать, что если р І ,р 2 ,р 3 и </,,</,, ц-. - две тройки неком¬ 
планарных векторов, то диада рр І есть линейный тензор, сумма двух диад 
рд х + р 2 (} 2 есть планарный тензор, сумма трёх диад р і Ц і + р 2 ц 2 + р ъ Ц ъ есть пол¬ 
ный тензор. 

Задача 166. Показать, что, обратно, полный тензор всегда может быть 
представлен в виде суммы трёх диад, но не может быть представлен суммой 
двух диад. 

Задача 167. Показать, что планарный тензор можно представить в виде 
суммы двух диад, но нельзя представить одной диадой. 

Задача 168. Показать, что линейный тензор может быть представлен од¬ 
ной диадой. 
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Задача 169. Если 77 - тензор, гиг'- радиус-векторы, то преобразова¬ 
ние г' = Пг можно рассматривать, как преобразование пространства. Выяс¬ 
нить, в чём состоит это преобразование для следующих тензоров 77 : 

1) П = а^ ( а - положительное число), 

2) 77 = ^+ аа, 

3) /7 = 2пп -._!, где Я - единичный вектор, 

4) П = ^+аЪ, где Ъ перпендикулярен вектору а, 

5) 77 = /Д + і'і 2 + і'і ъ , где и і'ХХ ~ Д ве тройки взаимно перпенди¬ 

кулярных единичных векторов. 

Ответ. 1) Преобразование подобия; 2) растяжение в направлении вектора 
а ; 3) поворот около оси Я на 180°; 4) сдвиг плоскостей Ъ ■ г =соп$і параллель¬ 
но направлению вектора а; 5) поворот пространства, при котором оси і 2 ,ц 
переходят в оси і’ХХ > сопровождаемый зеркальным отражением простран¬ 
ства, если ориентация осей і'ХХ отлична от ориентации осей г),4,4. 

Задача 170. Дана линейная векторная функция 



При каких условиях тензор 77 будет симметричным? 

Ответ. При условии, что а и Ъ коллинеарны... 

Задача 172. Показать, что кинетическую энергию Т твёрдого тела, вра¬ 
щающегося около неподвижной точки, можно выразить формулой 



где ^ - тензор моментов инерции, со - вектор угловой скорости... 
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Задача 175. Найти представление в виде суммы трёх диад тензора П , 
преобразующего три некомпланарных вектора а,Ь,с в три данных вектора 

р,(],г , т.е. тензора П такого, что Па = р, ПЪ=Ц, Пс=г. 

Решение. Обозначим через а*,Ъ*,с * тройку векторов, взаимных с си¬ 
стемой векторов а,Ъ,с ... Тогда, очевидно, будет 
П = ра*+с[Ъ*+гс* ... 

Задача 176. Доказать, что (если) а,Ь,с - три некомпланарных вектора, то 
имеет место тождество 

аа*+ЪЪ*+сс* = 
или, что то же, 

а(р Хс) + Ь(с Ха) + с(ахь)= [а • (р хе)]/ . 

§25. Произведение тензоров. 

1. Пусть мы имеем тензор А с элементами а ы и тензор В с элемента¬ 
ми^, . (Тогда)... Приходим к мысли назвать тензор П скалярным произведени¬ 
ем тензоров А и В и к тому, чтобы обозначить его через 

П = А- В = АВ... (4) 

Найдём теперь выражения компонентов р и тензора П через компоненты 
тензоров А и В ... 

Ри=Е а Л, (к,/= 1,2,3). (5) 

г=I 

Итак, скалярным произведением А В (для краткости мы будем говорить 
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просто о произведении) двух тензоров А и В с компонентами а,, и Ъ, : , называ¬ 
ется тензор 77 , составляющие которого определяются формулами (5). 

Полученные выражения для элементов тензора А В совпадают с теми 
выражениями, которые приходится рассматривать при перемножении опреде¬ 
лителей. Рассматривая тензор А, мы можем составить определитель из элемен¬ 
тов этого тензора, который мы будем обозначать символом О(А): 


Пц и 12 ы 13 

П( А) = а 21 а 22 а 23 


Точно так же образуем определитель тензора В ... 

Если мы будем умножать определитель О(А) на определитель /)( В) по 
обычному правилу, но только непременно умножая строки определителя Р(А) 
на столбцы определителя Р(В) , то, как легко убедиться, для элементов опреде¬ 
лителя 0(А)0(В) получим как раз выражение (5), т.е. мы получим, что 


Рп Рп Р 13 

0(А)0(В)=р 21 р п р 13 =П(П). 


( 6 ) 


Ръ 1 Рп Рп 


Итак, определитель произведения двух тензоров равен произведению 

определителей этих тензоров. 

Прежде всего... очевидна дистрибутивность произведения, выражающая¬ 
ся формулами 



( 7 ) 
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Далее совершенно очевидным представляется свойство ассоциативности 
по отношению к скалярному множителю т: 


тА^ ■ В = туА- В |, 
АЛ тВ 1 = т\ А- В 


(П) 


а также и свойство ассоциативности произведения трёх тензоров: 

уАВуС = А[вс\ = АВС... (12) 

Остановимся теперь на других свойствах, которые отличают алгебру тен¬ 
зоров от обычной алгебры. 

Прежде всего необходимо резко подчеркнуть некоммутативность произ¬ 
ведения двух тензоров. Вообще говоря, произведение двух тензоров А В отли¬ 
чается от произведения В А ... 

Второе важное отличие алгебры тензоров от обычной алгебры заключа¬ 
ется в том, что произведение двух тензоров может обратиться в нуль, хотя оба 

тензора отличны от нуля. Так, например, если взять за А тензор 

'О 1 (У 
О О 0І, 

° О О 

то А А = 2,(4 • 4)4 = 0 . Отсюда видно, что если мы имеем равенство А В = 0 , то 

мы не можем отсюда заключить, что или А = 0 или В = 0. 

Разберёмся в этом вопросе несколько подробнее. 

Если мы смотрим на тензор А как на оператор, то, применяя его к ради¬ 
ус-вектору г , мы получаем новый вектор г ': 

г' = Аг . 


А = 44 = ‘ 
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Если мы рассматриваем совокупность всевозможных векторов г , то со¬ 
вокупность соответствующих им векторов г' может оказаться одной из следу¬ 
ющих четырёх видов (см. задачи 162-168): 

1°. Все векторы г' = 0, в этом случае А = 0. 

2°. Все векторы г' коллинеарны, в этом случае А называется линейным 
тензором . 

3°. Все векторы г' компланарны, в этом случае А называется планарным 
тензором . 

4°. Совокупность векторов г' содержит в себе всевозможные векторы, в 
этом случае А называется полным тензором . 

... Необходимое и достаточное условие для того, чтобы тензор П был 
полным, состоит в неравенстве нулю определителя тензора П : 



(17) 


§27. Главные оси тензора. Главные значения тензора. Инварианты тензора 

1. Рассмотрим какой-либо тензор П и пусть П-а = Ъ. 

Если вектор Ь коллинеарен вектору а , т.е. если вектор а после преобра¬ 
зования изменяет только свою величину, не изменяя своего направления, то 
направление вектора а называется главным направлением тензора. Если при 
этом Ъ = Ла , то величина А называется главным значением тензора. Оно по¬ 
казывает, во сколько раз тензор увеличивает векторы, направленные по глав¬ 
ным осям тензора; направление таких векторов тензор не меняет. Мы восполь¬ 
зуемся этой коллинеарностью векторов а и Ъ =П а для отыскания главных 
значений и главных осей тензора. 
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Итак, пусть тензор задан в некоторой системе координат своими компо¬ 
нентами р ы и пусть а имеет главное направление, которому отвечает главное 
значение Я, тогда по самому определению 


Па = Ла, (Г) 

что равносильно трём уравнениям 

р,і а, + р п а 2 + р п а ъ = Яа„ 

Рі\®1 Рі2^2 Р 22^2 — ^ 2 > (Л') 

Р,\ а \ + Р22 Я 2 + Лз а з = Аа,- 


Получились три линейных однородных уравнения относительно а 1 ,а 2 ,а 3 . 


Эта система уравнений может иметь решение, отличное от нуля, только если её 
определитель равен нулю: 


Ри ~ Л Рі 2 Рп 
Р 21 РіІ -Л Р 21 =0- 

Рі і Рг\ Рэі - к 


( 3 ) 


Из полученного кубического уравнения нужно определить Л , а тогда из 
системы (2) можно определить отношения а л : а 2 : а ъ , т.е. главное направление 
тензора, отвечающее взятому корню Л уравнения (3)... 


3. Возвращаясь к общему тензору 77, развернём кубическое уравнение 
(3) по убывающим степеням Л : 


х -Х(р и +р 22 +р гг ) + л 

Р 22 Рз 2 

+ 

Рп Р 21 

+ 

Рп Рп ' 


Р 23 РзЗ 


Рп Ра 


Рп Р 22 , 


Ри Рп Ри (13) 

- Рп Р22 Р22 = 0- 
РіІ Р 22 Р22 

Мы знаем, что корни этого уравнения Л, ,Л 2 и Я, не должны зависеть от 
выбора координатной системы. С другой стороны, известны соотношения меж¬ 
ду корнями и коэффициентами уравнения: 
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Л -Ри + Р 22 + Ръз - К + К + Л- 


л = 


л = 


Р 22 

Р 23 

+ 

Ри 

Ри 

+ 

Ри 

Р 21 

Рзі 

Рзз 


Рп 

Ри 


Рп 

Р22 


— + Л,А 3 , (14) 


Рп Р 1- 
Р 2 , А: 
Рз, Рг. 


Рі з 
РіЪ 

Аз 


=ККК 


Поэтому величины А 2 ^ 2 ^ 3 не изменяются при преобразовании коорди¬ 
нат. Эти величины называются инвариантами тензора. При помощи этих ин¬ 
вариантов мы можем составить бесчисленное множество других инвариантов. 
Так, например, инвариантом является величина 

А - 2 Л = Ри + РІ2 + РІъ + 2 РпР21 + 2 Р 2зРз2 + 2 РуРп = Л 2 + ^2 + Л 2 • (! 5) 


Составляя инвариант Т, для производного тензора мы получим по 

Аг 


формуле (22) §24 


да, да. да. 

— 1 + —?_ +—А. 

дх { дх 2 дх 3 


= сІіѵа. 


Таким образом, рассмотрение тензора сіа/сіг привело нас к (ѵ ■ ѵ)а, гоіа 
и йіѵа , т.е. ко всем основным дифференциальным операциям векторного ана¬ 
лиза... 


Образуем ещё инвариант Э) для тензора П = А В, являющегося произве¬ 
дением двух тензоров А и В . Для определения этого тензора мы имеем форму¬ 
лы (5) §25: 

Р*=ѣл (*./ = 1.2,3), (18) 

г=1 

л 3 3 

поэтому инвариантом ./, для тензора П будет выражение которое 

Аг=1 г=1 


целесообразно назвать бискалярным произведением тензоров А и В. Мы 

будем обозначать его через 
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л--я=ХІ>Л* 


з з 


(19) 


При В = А выражение (19) делается аналогичным (15). 

Задача 187. Вычислить инварианты для диады аЪ . 

Ответ. / 3 = а ■ Ъ, Л = 0, / 3 = 0. 

Задача 188. Вычислить инварианты для антисимметричного тензора, ко¬ 
торому соответствует вектор а>. 

Ответ. ,7^= 0, Л 2 = 0 ) 2 , / 3 =0. 

Задача 189. Показать, что если а,Ъ,с - три некомпланарных вектора и 
Па=а', ПЪ=Ъ', Пс = с', то 



( 20 ) 


Решение. Пусть вектор г =аа + /ЗЬ + ус имеет главное направление, то¬ 
гда Пг = Лг, где Л - главное значение, т.е. 



или 



или 


а{а - Ла)+ /з[р' — ЛЬ ) + у{с'-Лс) = 0. 


Таким образом, три вектора 

а' — Ла, Ь'-ЛЬ, с' - Ас 
компланарны, что может быть только, если 


(а'- Аа)-\[р '- Лъ)х (с'-Лс)] = 0. 
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Раскрывая это векторно-скалярное произведение, получим уравнение 
третьей степени от Л: 

а' ■ {р'хс')- я{а • {р'хс')+ а ■ ір х с')+ а' ■ (б'х с)}+ 

+ Л 2 {а' ■ (р Хс)+а ■ (р'хс)+ а ■ {р Хс'’)}— Ха ■ (ъ Хс)= 0. 

Сравнивая последнее с уравнениями (13) и (14), получим требуемые в за¬ 
даче выражения. 

Задача 190. Показать, что если П = і І р І + і 2 р 2 + і ъ р ъ , то 

•А = А А + 4 'А +4 -р г , 

Л=4 (А х А)+4 (А х А)+4 (А Х А)- ( 21 ) 

Л=А (Р2 Х РЛ 

Задача 191. Показать, что если инварианты тензора П суть У,,У 2 ,У 3 , то 

тензор П удовлетворяет уравнению 

П 1 -^ 1 П 1 + 3 2 П- ^ 2 ^ =0. (22) 

Задача 192. Разлагая тензор 

Рі і Ри Ра 
Ріі Р 22 Ря ’ 

„А, Ръі Ръ 3. 

на симметричную и антисимметричную части, мы можем сопоставить послед¬ 
ней , как указано в §23, аксиальный вектор в). Показать, что 

-2(0= (р 1Ъ - р Ъ2 X + (/> 31 - р 1Ъ )і г + {р и - р 2І Хз = 4 х Л + 4 х р 2 + Г 3 X р, . 

Показать далее, что для любого представления тензора П в виде суммы 

трёх диад: П = с/р + ц 2 г 2 + цр 2 имеет место равенство 

- 2а) = х Т\ + р 2 X г 2 + х г 3 

и что обращение вектора со в нуль есть необходимое и достаточное условие 
симметричности тензора. Отметим попутно, что квадрат величины вектора ді 

является, очевидно, тоже инвариантом тензора П . 


П = і іРі + і 2 р 2 + і 3 р 3 = < 
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Итак, цитирование монографии Н.Е. Кочина закончено. Остаётся проана¬ 
лизировать принятые там полезные определения с целью сделать необходимые 
обобщения и уйти от необходимости использовать только аффинные ортого¬ 
нальные тензоры. При этом более чётко придётся ограничить смысл некоторых 
принятых там обозначений. 

Например, в формуле (3) §24, где рассматривается скалярное умножение 
тензора на вектор следует оставить только точку как символ скалярного произ¬ 
ведения П■ а и опустить раз и навсегда выражение П а даже если «это не мо¬ 
жет вызвать недоразумений», оставив для последнего понятие тензорного про¬ 
изведения [4], фигурирующее в общем определении (25) из гл. 2 тензора произ¬ 
вольного ранга, при определении диады (18), или в других источниках, напри¬ 
мер, у И.С. Аржаных. 

Следует подчеркнуть, что определение тензора (4) является общим инва¬ 
риантным определением тензора второго ранга, по аналогии с которым написа¬ 
на рекуррентная формула (25) из гл. 2. Однако эта общность сохраняется до тех 
пор, пока векторы р х ,р ѵ ,р 2 будут раскладываться по произвольным базисам. 

Как только эти векторы предполагаются разложенными согласно (7) по тем же 
самым базисным ортам і ,_/,к , которые фигурируют в формуле (4) в виде мно¬ 
жителей слева от векторов р , то сразу же теряется необходимая для определе¬ 
ния тензора произвольного ранга (в том числе и второго ранга) общность. В 
свою очередь такая общность необходима для того, чтобы все полезные опре¬ 
деления Н.Е. Кочина были бы справедливы не только для аффинных ортого¬ 
нальных тензоров. 

При этом надо иметь в виду, что традиционное утверждение, согласно 

которому главные значения тензора П как корни характеристического уравне¬ 
ния (13) из §27 «не должны зависеть от выбора координатной системы» может 
и не быть справедливым. 
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Чтобы в этом убедиться, рассмотрим исходное уравнение (1) из §27: 

П а=Яа. Согласно формулам (16), (17), (29) из гл.2 в общем случае это урав¬ 
нение можно представить в виде 

(РёУП—Оё ■ ё т а = Аё т а или Р т П—Оа = Ял. 

ѵ ' рч ^ рч 2 -- 

Поэтому вместо уравнения (13) получаем характеристическое уравнение 
\Р Т П„<2~ Х]\ = 0, которое не зависит от матриц Р и (9 лишь при условии 


Р т ^ = ^, т.е. в случае, когда базисы слева и справа у тензора П взаимно орто¬ 
гональны (т.е. выполняются условия (23)-(24) из гл. 2). У Кочина рассматрива¬ 
ются лишь преобразования ортогональных базисов в ортогональные. Матрица 
такого преобразования является ортогональной, и условие Р т ^ = 3 выполняет¬ 
ся автоматически. В общем случае это не так. 

С точки зрения принятых обозначений наиболее интересно определение 
(22) производной векторной функции а(г) по вектору г. Во-первых, прямое 
« 3 » подчёркивает, что речь идёт о производной векторной функции от одной 
векторной переменной. Во-вторых, справа стоят какие-то частные производные 
от функций по аргументам, которых нет в явном виде слева. Это не порядок, а, 
вообще говоря, бессмыслица. На самом деле из (21) видно, что в (22) подразу¬ 
мевается, что векторы а и г разложены по ортонормальному базису из векто¬ 


ров і, ,г 2 ,г,, фигурирующих в (10): а =а 1 і 1 + а 2 і 2 + а ъ і ъ \ г =х 1 / 1 + х 2 і 2 +х 3 г 3 . 
Тогда вместо левой части в (22) можно написать 


За 3\ 

{ а т і ) 

Зг сі | 

\х т і ) 


х 


і = 


т.е. в левой части явно видны величины, фигурирующие в правой части. 

Иными словами в данном учебном пособии используются обозначения, 
сформулированные в [6]: «Рассматриваются действия в Е г , векторы и тензоры 
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второго ранга обозначаются | ; их компоненты - строчными бук¬ 

вами с соответствующими индексами а т ,а т а"' ,а тп , а™. Однократная свертка 
тензоров (умножение) обозначается точкой \ А-В = а л Ь Іа г/‘\, двукратная - 


двумя точками I А- -В = а вк Ъ ъ \. Крест - знак векторного произведения 
^ахЬ,АхВ^. Два рядом стоящих вектора или тензора определяют диаду: тен¬ 
зор второго ранга аЪ , третьего а А, четвёртого А В . 

Вектор-радиус г, определяющий место точки в среде, задаётся «лагран- 
жевыми» (материальными) координатами г = г(д',д 2 ,д 3 ). Тройкой некомпла¬ 
нарных векторов г =дг/ определяется векторный базис; = • г к \ пред¬ 

ставляет матрицу ковариантных компонент единичного тензора Е. Его контра- 
вариантные компоненты задаются обратной матрицей Ц^Ц, ё' к 8к, = (<5;* ~~ 

символы Кронекера). Взаимный векторный базис составляется векторами 
г* = § л г к , Г-г к = 8 к . Диадные представления единичного тензора имеют вид 


Е = 8*г’г к = 8*г/ к = Гг г = г/’. 

Базисные векторы г' ,г к связываются также соотношениями 


( 0 . 1 ) 



( 0 . 2 ) 


причём Э’ л , Э хІІ - контра- и ковариантные компоненты тензора третьего ранга 
Леви-Чивита 


Э = -Ех Е = = Э !Ік гУг к . 

Здесь Э' 1к =г-(г 1 хг к ) = ± л [з, Э як =Г \г'хг к ) = ± 1/^8', 


(0.3) 
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Знаку плюс соответствует следование индексов 123, 231, 312, минус ста¬ 
вится при нарушении этого порядка; = - определитель матрицы Ц^Ц. 

Имеют место соотношения... 


Э """ = 


з: з: ё 
ё: ё: ѵ, 
ё" ё" ёі 


(0.4)! 


'к к 

~\вік г 


= ё;ё> - ё;ё ;, э*э„ = 2ё 1 я . (о.4) 2 

Применение тензора Леви-Чивита позволяет исключить операцию век¬ 
торного умножения 


ахЪ =а ■ ЕхЕ-Ъ 


-а-ЭЬ, АхВ = -А-Э- В 


Главные инварианты тензора (7 обозначаются ё к О I: 


А\ <2\ = Е"<2, ліш = - 




•/ 3 |еі=з 


& \+\ёЩ-\чаѵ*\ & 


(0.5) 


Известно, что ё к \ О = ё к (Г ; знаком «Т» обозначается транспонирова¬ 


ние. 


Правила свёртки тензоров второго ранга 


А-В = А Т --В Т =В--А, 


А-ВС = АВ-С = С-А--В. 


( 0 . 6 ) 


Кососимметричному тензору О сопоставляется сопутствующий вектор 


Ехсо=сохЕ = 0, 


со=-Э-0!'. 

2 


(0.7) 


Если сопоставить между собой обозначения А.И. Лурье и Н.Е. Кочина, то 
можно заметить, что однократная свёртка первого совпадает с известным поня¬ 
тием скалярного произведения второго: и то и другое обозначается точкой. 


Единичный тензор у первого обозначается Е, у второго - ё , что совпадает с 
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(47) из гл. 2. У Кочина рассматриваются только прямоугольные декартовые ко¬ 
ординаты и рассматривается только глобальный прямоугольный декартовый 
базис с ортами і ,],к , которые объединяются в базис ё (15) из гл. 2, а у Лурье 
рассматриваются произвольные криволинейные координаты и два ло¬ 

кальных базиса: основной из векторов г (5 = 1,2,3) и взаимный - из векторов 
Г. Если положить то на основании формул (71) - (74) из гл. 2 можно 

получить 


1 

> 


у-1\ 



Г 

А 

»ЧІ| 

II 

г 2 

л. 


г 3 

V У 


Обращая формулы (72), (73) из гл. 2, получаем формулы 

ё=ОТ = С т §, 

с помощью которых легко получить следующие 4 представления для единично¬ 
го тензора: 

1 ) )=ё т ё = (от) т от = т т о т от, 

2) } = ё т ё = (С Г І) Г С т § = І Г СС Г І, 

3) )=ё т ё = (от}с т ]г = Т т о т с т § = Т т §, 

4) У = ё т ё = {с т §) т от = Г сот = § т т. 

Таким образом, матрица ковариантных компонент единичного тензора в 
безындексном виде есть 

8 .. =ІкЛ ? . ■Л\\= І)Тг> > 

а матрица его контравариантных компонент 

8 = І5' і4 || = ||^ 8 -? к \ = СС т , 

откуда следует взаимная обратность этих матриц (по существу, а не по опреде¬ 
лению, как у Лурье): 

§ 8 = о т осс т = О т Ж т = О т С т = {со) т =^ т =^. 
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Кроме того, из 3, 4 следует, что матрица смешанных компонент единичного 
тензора является единичной. Таким образом, из представлений 1-4 следует 
безындексный аналог представлений (0.1) для единичного тензора: 

) = ё т ё = 1 т О т ОІ = І г сс г І = РІ = ГГ. 

Удобство принятых в данном учебном пособии обозначений можно про¬ 
демонстрировать также на примере абсолютно антисимметричного тензора тре¬ 
тьего ранга Леви-Чивита в прямоугольных декартовых координатах. По опре¬ 
делению А.И. Лурье (0.3) с помощью формул (47), (54) из гл. 2 имеем: 

Э = — Ух ^ = —ё т е хё т ё =—ё т А/(ё)ё =ё т М т (ё)ё, 
откуда, соблюдая порядок перемножаемых векторов, легко получить только 6 
слагаемых 

Э = ё 1 ё 2 ё і + ё 2 е 3 ё, + ё 3 ё,ё 2 - ё 2 ё 3 ё 3 - ё,ё 3 ё 2 - ё,ё 2 ё, 
вместо того, чтобы испытывать все З 3 =27 слагаемых на знак (т.е. на +1 или -1) в 
традиционных представлениях тензора Леви-Чивита 

Э = Э‘ ік ё і ё ] ё к = Э' ік , 

несуразность которых, будучи сведёнными вместе, очевидна. 
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Глава 2 

МЕТОДИЧЕСКИЕ ТРУДНОСТИ 
СОВРЕМЕННОГО ТЕНЗОРНОГО ИСЧИСЛЕНИЯ 
И МЕТОД ИХ УСТРАНЕНИЯ С ПРИМЕНЕНИЕМ 
В ЭЛЕКТРОДИНАМИКЕ 

1. Введение 

В энциклопедическом словаре [1] тензорное исчисление определяется как 
«математическая теория, обобщающая векторное исчисление и матричную ал¬ 
гебру. В тензорном исчислении изучаются величины особого рода - тензоры, 
которые описываются в каждой системе координат несколькими числами, при¬ 
чем закон преобразования этих чисел при переходе от одной системы коорди¬ 
нат к другой более сложен, чем у векторов». 

Можно считать, что описание тензоров с помощью чисел, преобразую¬ 
щихся определенным образом, основано на работах типа [2-5]. Вместе с тем та¬ 
кие талантливые ученые и педагоги как А.И. Лурье и Л.И. Седов в работах [6-8] 
на примере преподавания механики сплошной среды показывают, что тензор 
подобно вектору лучше трактовать как инвариантный объект, не зависящий от 
выбора системы координат, а не как зависящий от него набор чисел. Кроме то¬ 
го, А.И. Лурье считает, что лучше исключить «засорение записей индексными 
обозначениями»[6] и что лучше использовать «прямые, а не индексные обозна¬ 
чения тензорных величин; этим формулам и теоремам механики придается 
краткость и выразительность, утрачиваемые в индексных записях» [7]. 

Уже здесь видно, что существует противоречие между сложившимися у 
большинства ученых испокон веков понятием тензора и понятием тензора, ко¬ 
торое оказалось нужным талантливым педагогам. Для того чтобы тензор можно 
было вообще считать инвариантной величиной, Л.И. Седов определяет его как 
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линейную комбинацию полиадных произведений базисных векторов [8], по¬ 
добно тому, как вектор определяется как линейная комбинация самих этих ба¬ 
зисных векторов. Простая трактовка тензоров как объектов, неотделимых от 
векторного базиса, с соответствующим усовершенствованием тензорного ис¬ 
числения, по мнению Л.И. Седова является «одним из наиболее полезных тео¬ 
ретических методов... для современного образования по механике» [8, с.8]. В 
основе этого усовершенствования лежит, казалось бы, тривиальное уточнение 
[8,с.30] «О понятии вектора ... Что же называется вектором? Вектор не скаляр, 
но в то же время, как скаляр, является инвариантным, не зависящим от выбора 
системы координат, объектом. Определяя вектор, часто говорят, что это три 
числа, называемые компонентами вектора, преобразующимися при переходе от 
одной системы координат к другой определенным образом. Однако это опреде¬ 
ление недостаточно, так как вектор всегда задается в определенном базисе и, 
задавая вектор его компонентами, всегда надо указать базис, в котором они за¬ 
даны. Если вектор А задать разложением, т.е. линейной комбинацией 

Ат^А% = А%, ( 1 ) 

1=1 

то инвариантность вектора А обеспечивается взаимообратностью преобразова¬ 
ний компонент вектора А 1 и векторов базиса э,. Векторы базиса являются носи¬ 
телями каждого вектора, коэффициенты при них являются числовыми функци¬ 
ями точки М . Векторы базиса э, управляют числами А 1 и создают новый объ¬ 
ект - вектор А ». 

Анализируя историю возникновения и развития тензорного исчисления, 
можно сказать, что в его основе лежат те или иные свойства вектора или его 
элементов. Математики, в основном алгебраисты и геометры, в основу тензор¬ 
ного исчисления положили свойство координат вектора изменяться определен¬ 
ным образом при изменении базисных векторов или просто базиса. В результа¬ 
те и тензоры, и векторы оказались представленными как некоторая совокуп¬ 


ность чисел с индексами. 
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Физикам, а именно механикам Л.И. Седову и А.И. Лурье, удалось найти 
такую трактовку тензоров, чтобы при этом не терялись такие полезные свой¬ 
ства векторов как инвариантность по отношению к выбору базиса или системы 
координат и возможность проведения аналитических выкладок без каких бы то 
ни было вспомогательных разложений. Первое сделал Л.И. Седов, второе - 
А.И. Лурье, однако все, т.е. и математики и физики, при построении тензорного 
исчисления, в отличие от векторного исчисления, пользуются только двумя ви¬ 
дами базисов: ковариантным и контравариантным с соответствующими им кон- 
травариантными и ковариантными координатами. 

Известный математик и механик Г.В. Коренев [9] отмечает, что в начале 
XX века «некоторое время шла борьба между координатными и векторными 
обозначениями». Отсюда можно сделать вывод, что победившие в конце кон¬ 
цов векторные обозначения, имеют чисто методическое преимущество перед 
координатными. Г.В. Коренев считает, что «именно из-за экономии времени, 
которую дает векторное исчисление, оно и получило столь широкое распро¬ 
странение. Однако теоретические вопросы все более усложняются, и существу¬ 
ет много дисциплин, в которых векторные обозначения перестают служить. 
Типичным примером является теория относительности, особенно общая теория 
относительности, которая, вероятно, вообще не могла бы быть открыта, если бы 
уже не существовало более общее исчисление, чем векторное, а именно тензор¬ 
ное исчисление. Тензорное исчисление в применении к простым вопросам 
вполне заменяет векторное; при исследовании более сложных вопросов оно 
требует большого расходования мозгов, но зато приводит к колоссальной эко¬ 
номии времени». 

Вот именно: «уже существовало». Отсюда следует, что тензорное исчис¬ 
ление по существу развивалось не как обобщение векторного исчисления. Бо¬ 
лее того, можно сказать, что они оба являются обобщениями координатного 
метода, сделанными в разных направлениях, имеют чисто методический инте¬ 
рес и позволяют сократить объем однотипных расчетов в аналитическом виде. 
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Усилиями не математиков, а механиков Л.И. Седова и А.И. Лурье тензорное 
исчисление уже подходит к статусу обобщения векторного исчисления, став 
инвариантным и безындексным. Однако в отличие от векторного исчисления, 
где допустимо использование любых базисов, в тензорном исчислении в насто¬ 
ящее время допускается использование только двух базисов - ковариантного и 
контравариантного [8] или соответственно основного и взаимного [7]. А по су¬ 
ществу в тензорном исчислении используется только один базис, так как при 
произвольно заданном основном базисе взаимный базис находится однозначно 
[4,6-8]. 

Для того чтобы тензорное исчисление стало полным обобщением вектор¬ 
ного исчисления, необходимо избавить его от этого ограничения. И при этом не 
потерять уже достигнутое, т.е. инвариантность и безындексность. Как это сде¬ 
лать методически и есть цель данной работы. 

2. Методические трудности современного тензорного исчисления 

Трудности современного тензорного исчисления проще всего продемон¬ 
стрировать на примере книг Мак-Коннела [3] и Коренева [9], где в основе из¬ 
ложения тензорного исчисления лежит понятие объекта. Например, у Мак- 
Коннела трудности начинаются с самого начала, ибо на с. 14 читаем: «Имеются 
два типа объектов первого порядка, а именно те, у которых индекс вверху, и те, 
у которых индекс внизу; следовательно, все объекты первого порядка принад¬ 
лежат к одному из двух типов а г ,а г (г = 1 , 2 , 3 )». 

Согласимся с тем, что «имеются два типа объектов первого порядка, а 
именно те, у которых индекс вверху, и те, у которых индекс внизу». Но почему 
из этого следует, что «все объекты первого порядка принадлежат к одному из 
(этих) двух типов»? Почему нельзя рассматривать объекты первого порядка с 
индексом не только вверху и внизу, но и, скажем, посредине буквы, на расстоя¬ 
нии 1/3 ее высоты от верха или от низа буквы и т.д.? Совершенно ясно, что тео- 
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ретически можно данную букву разделить на произвольное число п уровней и 
получить не два, а п объектов первого порядка. Однако очевидно, что методи¬ 
чески это совершенно непригодный метод. 

Ограничив таким бесхитростным способом континуум объектов первого 
порядка только двумя, появилась возможность записать условие равенства двух 
таких объектов [3,9]: 

а г =Ъ г , а г =Ь г (г = 1 , 2 , 3 ) ( 2 ) 

и ввести понятие свертки или условие о суммировании по повторяющимся 
верхним и нижним индексам: 

3 

^ а т Ъ т = а т Ъ т = а,Ь' + а 2 Ъ 2 + а ъ Ь. 3 (3) 

т =1 

«Это действие было введено Эйнштейном и является одним из важней¬ 
ших в тензорном исчислении» [9]. Такое «соглашение о суммировании» по су¬ 
ществу не что иное, как еще один методический прием, используемый для того, 
чтобы сделать формулы более компактными [3]. Впрочем, математики Ефимов 
и Розендорн [4, с.60] считают, что опускать знак суммы нецелесообразно, так 
как «такая запись требует от читателя значительного навыка». 

Одновременно с преимуществами, индексная запись объектов сталкива¬ 
ется с рядом методических противоречий: занято традиционное место для пока¬ 
зателя степени и нужны специальные меры для того, чтобы, например, пока¬ 
зать, что равенство (2) имеет место для одного значения г, а в равенстве (3) 
подразумевается не сумма, а только один член этой суммы. 

Важным следствием ограничения континуума объектов первого порядка 
только двумя явилась возможность введения такого понятия как [9] «Обобщен¬ 
ное умножение. При обобщенном умножении каждый элемент объекта - мно¬ 
жимого умножается на каждый элемент объекта-множителя. В результате ока¬ 
зывается, что порядок объекта - произведения равен сумме порядков объектов 
- сомножителей», например, 

а К = с ш , а,Ъ к = с Ік , а ,Ъ к = с*. (4) 
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и т.д. «Образованные таким образом новые объекты называются мультиплика¬ 
тивными» [9]. 

Даже само определение тензора явилось следствием рассмотрения только 
двух видов объектов первого порядка. Например, Мак-Коннел [3] дает следу¬ 
ющее определение: «Тензор есть частный случай объекта..., составляющими 
которого являются числа или функции при линейном преобразовании перемен¬ 
ных 

х г =с'х\ х г = у т г х т , (5) 

преобразующиеся по некоторому определенному закону. Следовательно, суще¬ 
ствуют тензоры нулевого, первого, второго, третьего и т. д. порядков, так же 
как существуют всякие другие объекты этих же порядков». 

Таким образом определяется скаляр или тензор нулевого порядка, значе¬ 
ние которого не зависит от преобразования переменных 

а = а, ( 6 ) 

где а есть значение данного объекта в новых переменных. Далее следует опре¬ 
деление, согласно которому «Любой объект, составляющие которого преобра¬ 
зуются, как преобразуются сами переменные, называется контравариантным 
тензором первого порядка или, иначе, контравариантным вектором». Таким об¬ 
разом, а г есть контравариантный вектор, если 

а г = су . (7) 

Для того чтобы определить ковариантный вектор а г , Мак-Коннелу пона¬ 
добилось привлечь дополнительно условие независимости линейной формы 

а т х т =а т х т ( 8 ) 

от преобразования координат, в результате чего получилось 

а г = Г> т , (9) 

где 

УУ=У. (ТО) 

«Это преобразование, очевидно, отлично от преобразования, задаваемого 
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формулой (7). Объект первого порядка, составляющие которого преобразуются 
по этому закону, называется ковариантным тензором первого порядка или ко- 
вариантным вектором. Таким образом, у нас есть два типа тензоров первого по¬ 
рядка, и мы условимся различать их с помощью положения индекса. Если тен¬ 
зор контравариантен, мы используем верхний индекс, если же он ковариантен, 
то нижний. Другими словами, верхний индекс обозначает контравариантность, 
а нижний - ковариантность» [3]. После формирования тензоров первого поряд¬ 
ка уже легко формируются тензоры любого порядка. 

Здесь важно то, что вид преобразования объекта зависит от уровня ин¬ 
декса. Легко видеть, что вся принятая терминология оказалась бы методически 
неработоспособной, если бы было необходимо рассматривать весь континуум 
всевозможных уровней индексов. 

То, что континуум всевозможных уровней не плод абстрактных рассуж¬ 
дений, а может реально существовать, показывает следующее рассуждение. На 
линейное преобразование переменных (5) можно смотреть как на преобразова¬ 
ние координат при изменении базиса. Но новых базисов может быть бесчис¬ 
ленное множество, и в каждом из них координаты данного вектора будут сво¬ 
ими, что можно было бы отметить соответствующим местом по вертикали бук¬ 
вы. Ясно, что это методически неприемлемо. 

3. Метод устранения трудностей 

Прежде всего отметим, что в математике известен универсальный способ 
избавления от индексных обозначений. Это матричное исчисление. Например, 
индексное равенство между объектами 

с ік=^ а і Ъ, к (г =1,2,...то, к = 1,2.. ..п) (11) 

5=1 

можно записать в виде одного матричного произведения прямоугольной мат¬ 
рицы Л с размерами тхр на прямоугольную матрицу В с размерами рхп, в 
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результате которого получается прямоугольная матрица С с размерами т х п : 

АВ = С или А В = С , (12) 

тхр рхп тхп 

если положить 



Ы 

«, 2 . 

.. <' 


'ь п 

^12 

О 


(с 

С 11 

С 12 

■ с Л 

Ч п 
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•• аі 
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^21 

^22 

•• К 
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А 
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Аі 
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К С тІ 

С т2 
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Обычно подразумевается, что элементами матриц (13) являются обычные 
числа (действительные или комплексные). В этом случае определены такие по¬ 
нятия как ранг матрицы, ее определитель, характеристический многочлен и т.п. 
Кроме того, в этом случае известен способ вычисления элементов матрицы С 
по формуле (11), так как известно, что такое произведение обычных чисел а и Ь. 

Для построения тензорного исчисления, которое действительно обобщает 
существующее векторное исчисление во всех отношениях, нам потребуется 
рассмотрение матриц, элементами которых могут быть не только числа, т.е. 
скаляры, но и векторы, тензоры, матрицы, операторы и т.п. Для таких матриц 
понятия ранга, детерминанта и т.п. не определены. Но это и не обязательно 
надо знать, так как главным здесь является компактная запись множества соот¬ 
ношений типа (11) в виде (12). Иногда при дополнительном соглашении о том, 
как понимать произведение элементов матрицы, удается придать некоторый 
смысл детерминанту матрицы из не числовых элементов. Например, известное 
символическое выражение для ротора вектора представляет собой детерминант 
матрицы, элементами которой являются векторы, операторы и числовые функ¬ 
ции: 


і у к 


Ѵхй = 


Эх Э 'у Эг 


а і 


а у а * 


Операция транспонирования матрицы из не числовых элементов сводится 
не только к перестановке строк и столбцов, но и к замене в получившейся мат- 
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рице всех элементов на транспонированные. Именно так должна вычисляться, 
например, транспонированная матрица, заданная в блочном виде. 

Для построения требуемого тензорного исчисления, полностью обобща¬ 
ющего существующее векторное исчисление, введем в пространстве обычную 
ортогональную декартову систему координат с ортами 7,7 ,к и определим в 
этом пространстве произвольный вектор а как линейную комбинацию ортов 
7,7 ,к с числовыми коэффициентами (координатами вектора а): 


а = іа х + уа г + ка г = а х і + а ] + а х к . 

Теперь перейдем к матричным обозначениям, введя матрицы - столбцы 
из скаляров и векторов: 


Гп Л 


ГаЛ 

а. 


(14) 


к 

V У 


Тогда получим (значок Г означает транспонирование): 


(15) 


(16) 


откуда видно, что вектор подобно скаляру не меняется при транспонировании. 

Столбец ё из базисных векторов (15) будем называть базисным столб¬ 
цом, или просто базисом, а столбец а из координат будем называть координат¬ 
ным, или просто координатами. Таким образом, ё - базис, а - координаты 
(черта сверху означает столбец из обозначенных под ней элементов). 

Возьмем теперь два любых других базиса р и 7 , которые получаются из 
исходного базиса ё с помощью невырожденных квадратных числовых матриц 
Р и 0: 


Р = Рё ; ц=(2ё; р т =ё т Р т ; ц т =ё т <2 т . 


(17) 


В этих базисах исходный вектор а будет иметь некоторые зависящие от 
этого базиса координаты и , так что можно написать: 
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(18) 


— — Т — — Г— —Т — —Г— 

а = а-: р = р = а-т а = а . 

р г г р ч і і ч 

Подставив (17) в (18) и сравнивая с (16), будем иметь: 

а т 1 = аІРе=а*Ое . 

Р а г -' 


Р <7 


(19) 


Приравнивая коэффициенты при одинаковых базисах, получаем: 


а т = а- Р = пІП или п = Р т п- = Г) т п- 



( 20 ) 


Отсюда 


а,={р т Уа- а,={<2 т Уа. 


( 21 ) 


Мы получили довольно компактным способом известные выражения но¬ 
вых координат через старые [4, с.74]. 

Потребуем, чтобы базис р был бы основным, а - взаимным, т.е. чтобы 
было выполнено условие 


0 0' 

р■^ т =^ = 0 1 0 = ё-ё т , 

0 0 1 , 


( 22 ) 


где точка означает скалярное произведение. Отсюда с учетом (17) получаем: 



(23) 


что после подстановки в (21) дает: 


(24) 


= Оа , а- = Ра . 

р ^ ’ ч 


Полученный результат означает, что для случая преобразования базисных 
векторов вида р = Рё координаты ведут себя как ковариантные, а координа¬ 
ты а- - как контравариантные. Таким образом, мы получили все, что известно 

относительно тензоров первого ранга, но без использования каких бы то ни бы¬ 
ло индексов, расположенных по вертикали буквы. Кроме того, мы получили 
возможность иметь не только ковариантные или контравариантные векторы 
или тензоры первого ранга а = и а- по формулам (24) при условии (23), т.е. не 

только два типа, а весь континуум тензоров первого ранга по формулам (21) 
при произвольных матрицах Р и О , пс связанных условием (23), т.е. выборам 
только основного и взаимного базисов. 
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Тензоры произвольного ранга или валентности и +1 определим рекур- 
рентно, как линейную комбинацию базисных векторов с коэффициентами в ви¬ 
де тензоров ранга п : 

Т <л+1) =е х Т ё 2 Т 2 <л) + е ъ Т з*\ (25) 

Фигурирующие здесь произведения вектора (ё) на тензор (ГДонимают¬ 
ся в смысле тензорного произведения двух линейных пространств, определен¬ 
ного в [4]. Элементами первого пространства являются обычные векторы, а 
второго - тензоры порядка п. По аналогии с вектором (16) вместо (25) можно 
написать 

Г л , Л 

Т (п+1) =1 Т т <л) , где Т (п) = 

При п = 1 вместо (26) можно получить, полагая 

Т {2) =п- Т { 1 ) =П=Пё , (27) 

известную девятичленную форму тензора второго ранга 

П = ё т Пе, (28) 

впервые введенную гидродинамиком и математиком Н.Е. Кочиным [10, с.289]. 

Эта форма является инвариантным представлением тензора второго ран¬ 
га, которое не зависит от выбора системы координат, от которой зависит только 

характеризующая тензор П квадратная матрица П с размерами 3x3. С точки 
зрения существующего тензорного исчисления можно сказать, что матрица П 

не что иное, как координаты тензора П в декартовом базисе ё . Но, в отличие 

от вектора, форма тензора П (28) подсказывает, что в общем случае надо гово¬ 
рить о двух базисах - базисе слева и базисе справа. 

В существующем тензорном исчислении [1-5, 9-11], под тензором пони¬ 
мается не его инвариантное представление (28), а именно его матрица Я, кото¬ 
рая определенным образом изменяется при изменении системы координат или, 


тг 

(») 


Ті 


(*) 


( 26 ) 
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что эквивалентно, при изменении базиса. Поэтому представляет интерес выяс¬ 
нить, как будут меняться координаты тензоров Я__ и /Л. соответственно в ба¬ 
зисах р и д, соответственно слева и справа, где новые базисы р и д связаны с 
исходным декартовым базисом формулами (17). 

В соответствии с вышеуказанным и по аналогии со свойствами инвари¬ 
антного вектора (18), свойство инвариантности тензора (28) можно записать в 
виде 

П=р т П = 1 Т Ш = е г Я я 5. (29) 

После подстановки сюда выражений для р и ^ (17), получим 

Р Т П^П = О т П^Р = Я, (30) 

откуда 

% = И'"е'; % = (еТт- 1 . (31) 

Если матрицы Р и (7 выбрать так, чтобы базисы р и <у были бы взаимно 
ортогональными, т.е. чтобы выполнялось условие (23), то вместо (31) получим: 

п щ =<дпр т \ п щ =рп<д т . (32) 

Отсюда при соответствующих предположениях относительно матрицы Я 

(или, по существующей терминологии, - тензора Я) можно получить все из¬ 
вестные соотношения для ковариантных, контравариантных и смешанных тен¬ 
зоров второго ранга. 

Между прочим, представление тензора второго ранга (29) полностью со¬ 
ответствует определению тензора у математиков Ефимова и Розендорна [4, 
с. 169] как элемента тензорного произведения двух линейных пространств 
Т = Ь ® I. После введения размерностей пит соответственно у линейных про¬ 
странств I и I и базисных векторов е 1 ,е 2 ,...,е„ - в I и е 1 ,е 2 ,...,е т - в I, они по¬ 
лучают следующее представление для произвольного тензора іе Т [4,с. 171]: 

*=ХХ 

«•=1 7=1 


( 33 ) 
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где т 1 - некоторые числовые коэффициенты. 

В отличие от наших обозначений, Ефимов и Розендорн набор базисных 
векторов называют базисом (у нас базисом называется столбец из этих векто¬ 
ров). Кроме того, обозначение вектора у них ничем не отличается от обозначе¬ 
ния числового коэффициента (если не считать различия между буквами), что 
иногда затрудняет понимание некоторых моментов. Например, неясна фраза 
[4,с.157]: «В сопряженном пространстве выберем базис е 1 (х),...,е" (х) так, чтобы 
значения линейных форм е‘(х) на векторах е, образовали единичную матрицу: 
е‘(е ] ) = 8), где 8) - символ Кронекера (8) = 1 при і = у, 8) = 0 при і * у')», так как 
вектор не может равняться числу. 

Для интерпретации формулы (33) в наших обозначениях надо положить 
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Тогда вместо (33) можно написать 

і = ё т ( ё . (35) 

Отсюда видно, что в частном случае, когда, например, 

л = 3,т = 3; р = ё , с/ =ё ; П щ = 1 (36) 

наш тензор П (29) совпадает с более общим определением і (35). Кроме того, 
формула (35) подтверждает справедливость нашей концепции, согласно кото¬ 
рой уже у тензора второго ранга в общем случае надо различать между собой 
базисы слева и базисы справа. Для тензоров более высокого ранга такая дис¬ 
криминация еще более необходима. В связи с этим, типичная для современного 
тензорного исчисления фраза [4,с. 184]: «Таким образом, для любого I е Т* име¬ 


ет место разложение 


I = ^ т*У' Лр . е .е 
Л-Л г і * 


■ е ]ч » 


(37) 
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может быть оспорена, так как среди элементов і е Т' 1 могут быть и не входящие 


сюда тензоры вида 


' ІПд 


(38) 


а также любые другие тензоры, отличающиеся порядком перемножаемых ба¬ 
зисных векторов. 

Из-за ограничений, налагаемых принятыми индексными обозначениями, 
Ефимов и Розендорн не имеют возможности воспользоваться полученным об¬ 
щим выражением для тензора второго ранга (33) и сразу переходят к частным 
случаям. Они пишут [4,с.171]: «Теперь мы специально рассмотрим три случая 
произведения двух пространств, когда либо оба пространства совпадают, либо 
одно из них является сопряженным другому: 

Пусть I пространство размерности п , V - сопряженное ему. 

Пусть е 1 ,...,е п - базис в Ь ; - взаимный с ним базис в V . 


1) Тензорное произведение Д на Ь будем обозначать через Г 0 2 . 

Согласно (33) любой элемент іеТ^ = Ь® Ь имеет разложение 

' Хге.е,. (39) 

Элементы произведения Г 0 2 = /. ® /, называются двухвалентными контра- 
вариантными тензорами над пространством /.. 

2) Произведение П на I обозначим через Г 2 °. Элементы этого произведения 
называются двухвалентными ковариантными тензорами над I. Для любого 
іе Т° = V ® V имеем 

і = ^ гУѴ . (40) 

3) Произведение I на V обозначим через Г/. Его элементы называются двух¬ 
валентными смешанными тензорами над I. Для любого г е Г/ = I ® Г имеем 

* = Х*Ѵ. (41) 

Замечание. Элементы самих пространств Ь и Ь* , т.е. контравариантные и 
ковариантные векторы, называются также одновалентными тензорами (контра- 
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и ковариантными соответственно)». 

За пределами такой классификации оказалось тензорное произведение 
V ® I, элементы которого 

1 = И Г У е < ( 42 ) 

тоже естественно назвать «двухвалентными смешанными тензорами над Ь», хо¬ 
тя они, очевидно, отличаются от тензоров (41) [2,с.144]. Следуя обозначениям 
Коренева [9,с.64] и Кочина [10,с.365], эту трудность можно было бы преодо¬ 
леть путем рассмотрения двух типов двухвалентных смешанных тензоров, при¬ 
надлежащих разным тензорным произведениям линейных пространств Ьи Ь*\ 

т\=ь®е- (43) 

Г, 1 = Г ® I; і = X г'е'е,.. (44) 

Впрочем, так как е і е ) Фе ) е і [4,с. 166], то в случае, когда т ѵ фт 11 , за преде¬ 
лами данной классификации (39) и (40) остались и тензоры вида 

і = ^т^е,. и г = ^ г,еѴ , (45) 

которые тоже естественно назвать двухвалентными тензорами над Ь, соответ¬ 
ственно контравариантными и ковариантными. 

Таким образом, необходимость различения правых и левых базисов, ко¬ 
торую мы установили при описании любых тензоров второго ранга, полностью 
подтверждается и при описании частных видов тензоров второго ранга (т.е. 
только ковариантных, контравариантных и смешанных) даже при использова¬ 
нии традиционных обозначений. По существу это просто тривиальная мысль о 
том, что при перемножении векторов надо следить за тем, чтобы порядок сле¬ 
дования их друг за другом не нарушался. Пренебрежение этим обстоятельством 
приводит к тому, что за общее выражение для тензора выдается представление 
типа (37), хотя правильнее было бы говорить о нем как об одном из (/> + <?)! его 
представлений. Причем эта недомолвка имеет место не только в работе тридца¬ 
тилетней давности [4], но и в современной [11]. 

Полагая в определении (25) последовательно л = 2,3,..., будем последова- 
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тельно получать всевозможные тензоры третьего, четвертого и т.д. рангов или 
валентностей. Причем без какой бы то ни было предварительной классифика¬ 
ции их на ковариантные, контравариантные и смешанные тензоры. Наше опре¬ 
деление практически не отличается от определения тензора как элемента тен¬ 
зорного произведения любого числа пространств, определяемого по индукции 
[4,с. 181]. Однако в современном тензорном исчислении из-за принятой системы 
обозначений нет возможности использовать это общее определение и прихо¬ 
дится трактовать тензор (37) как элемент пространства 

Ц =(7,®!®...® 1)0 (і* (46) 

где (цитирую) «имеется р сомножителей Ь и ^ сомножителей /.*.Элементы из 
Г/ будем называть тензорами над пространством Ь, контравариантными р раз и 
ковариантными с/ раз (или имеющими р контравариантных и с/ ковариантных 
валентностей). Для единообразия обозначим также элементы из Ь через Г 1 ,,, а 
элементы из Ь* через , что согласуется с условием, по которому элементы из 
і и Ь * называются одновалентными тензорами» [4,с.181]. 

В приведенном определении пространство Т* характеризуется только це¬ 
лыми неотрицательными числами р и Очевидно, что такое пространство не 
единственное, так как сомножители Ь и Ь* в (46) могут быть переставлены са¬ 
мым причудливым способом. С методической точки зрения это определение, с 
одной стороны, не обладает достаточной общностью, а, с другой стороны, чрез¬ 
вычайно детализировано. Последнее совершенно не нужно в пространстве с 
квадратичной метрикой К п [4,с.326], так как в нем не только «одновалентные 
тензоры х‘ и х к представляют собой один и тот же вектор в К п », но и «многова¬ 
лентные тензоры можно, по желанию, задавать ковариантными, контравари¬ 
антными или смешанными координатами». А можно и любыми другими коор¬ 
динатами, что и является целью данной работы. 

Как это сделать, мы уже говорили в самом начале. Надо использовать 
матричный формализм типа (14), (15), (26) с элементами необязательно из чис- 


76 


лового поля. «Как пример силы этого метода обозначений» [3,с. 25] получим 
некоторые соотношения для тензоров невысокого ранга в безындексном виде в 
духе работ Лурье [6,7] в пространстве К 3 с определенным скалярным произве¬ 
дением (которое будем обозначать точкой). 

Возьмем базис ё (15). Для него очевидно, что 

ё т -ё = 3; ё■ё т =^; ё т ё = }, (47) 

где ^ - единичная матрица, а ^ - единичный тензор. 

Справедливость последнего утверждения можно подтвердить, сослав¬ 
шись на Кочина [10,с.290], а можно и доказать, воспользовавшись его опреде¬ 
лением, согласно которому скалярное произведение [10,с.295] любого вектора 
а на единичный тензор, как справа, так и слева не меняет этого вектора 
[7,с.427]. Действительно, в силу (16), (47) имеем: 

^■а = ё т ё■ё т а = ё т Л = ё т а = а , 
а • / = а т ё ■ ё т ё = а т Іё = а т ё = а . 

Вместо декартова базиса ё единичный тензор ^ можно выразить через 
произвольные базисы р и 3 , введенные по формулам (17). Имеем: 

; = з т {р т Уд-1 =Г^У'р-'З=З т {р т Ур-'3 = ГИѴІ • (4В) 

Если здесь матрицы Р и С не произвольны, а удовлетворяют условиям 
взаимности (23), то из (48) получаем: 

; = = $тр = р’о&р = 3 Т РР Т 3 . (49) 

Для интерпретации полученных соотношений (49) в духе существующих 
понятий ко- и контравариантности вычислим дополнительно скалярные произ¬ 
ведения 

з ц т =ф ё т О? =длд т = (до 7 ■, 

ЗЗ 1 = Рё- ё т р т = рл т = рр т . 


(50) 
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Если принять для определенности, что базисом основного пространства 
Ь является р, а сопряженного ё' - д , то тогда мы должны положить [4,с.320- 
323] 

Рі =е 15 р 2 = е 2 , р ъ =е 3 ; =е‘, д 2 = е 2 , д ъ = е 3 . (51) 

Отсюда с учетом (50) получаем выражения для общепринятых метриче¬ 
ских тензоров, согласованные с нашими более общими обозначениями: 

Ы=; И=; ІИІ = ІМ|р ^ - (52) 

так как вместо (49) можно было бы написать: 

■] = е,8 к ‘е к = е‘§ к е к = е іё ,к е к = е‘ § ік е к . (53) 


Рассмотрим теперь векторное произведение, которое будем обозначать 
косым крестом. Имеем, очевидно: 


ё т хё = 0; ёхё т 


0 ё 3 - ё 2 
- ё ъ 0 ё І 
V ё 2 ~А 0 

По определению [9, с. 19] два объекта 


= М(ё). 


(54) 




' 0 

а 3 

- а г ' 

а г 

и М(а) = 

- а 3 

0 

а , 

ч°ЗУ 


ѵ а 2 

-а. 

0 ) 


(55) 


называются дуальными друг другу. Поэтому базис ё и матрица М(ё) (54), со¬ 
ставленная из векторов базиса ё , так же дуальны друг другу. Легко проверяют¬ 
ся соотношения: 


а т М(а)= 0; М(а)а= 0. 

(56) 

ё т -м(ё)= 0 ; м(ё)-І = 0 . 

(57) 

ё т хм(ё)=- 2 ё т ; м(ё)хё т =- 2 ё . 

(58) 

МІ^)а = М т [а)ё ; а т М т (ё) = ё т М{а). 

(59) 

ахѣ = а т М(ё)Ъ = а т М т (Ъ)ё . 

(60) 

М(ё)М(ё) = - 2/. 

(61) 

м(р) мф=$ р т -р т р. 

(62) 
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М(а)М{Ъ) = Ъа т -а т Ъ^ . (63) 

С помощью этих соотношений легко доказывается, например, формула 
для двойного векторного произведения: 

ах(Ехс) = ах(Ь т ёхё т с) = ах(Ъ т М(ё)с) = ахё т М т (Ъ)с = а т ё хё т М т (Ъ)с = 

= а т М(ё)М т (Ь)с = ё т М т (а)М т (Ь)с = ё т М(а)М(Ь)с = ё т (Ъа т - а т ЪІ)с = 

= ё т Ьа т с - ё т а т Ъс = Ъ{а с)-(а ■ Ъ)с. 
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4. Применение в электродинамике 


4.1. Некоторые формулы векторного анализа в криволинейных коорди¬ 
натах 

Будем считать, что произвольные криволинейные координаты щ, и г , и 
связаны с обычными прямоугольными декартовыми координатами 

X, = X, Х 2 — У, х 3 = 2 
взаимнооднозначными соотношениями 

X] = х І (и 1 , и г , и 3 ), х 2 = х 2 (и 1 , и п , и 3 ), х 3 =х 3 (щ,и 2 ,и 2 )', 
щ = иДх,, х 2 , х 3 ), и 2 = и 2 (х І , х 2 , х 3 ), м 3 = м 3 (х 1) х 2 , х 3 ). 


(64) 

(65) 

( 66 ) 


В соответствии с формулами (14), (15) введем столбцы из скаляров и век¬ 


торов: 



V 


V 


1 


(ё Л 

е і 

X = 

х 2 

, и = 

и 2 

, е = 

1 

= 







к 

К У 


ч®3. 


тогда радиус-вектор точки наблюдения будет 


г = іх + ]у + кг = х Т ё = ё т х = г(щ, и 2 , и ъ ). 


(67) 


( 68 ) 


Формулы (65), (66) с помощью столбцов хи и (67) можно кратко запи¬ 
сать в виде 

х = х(й т ) или х т =х т (й); (69) 


и =и(х т ) ИЛИ и т = и т (х). 


(70) 


В современном тензорном исчислении при изложении общей теории кри¬ 
волинейных координат в качестве основного базиса принят базис из касатель¬ 
ных к координатным линиям векторов [6,7,8,10,11]: 

Э г - дг - дг , 

л =—, 6=—, 6=—, (71) 

Э и 1 ди 2 д и ъ 


которые можно объединить в один столбец: 
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Г7Л 


I = 




- дх т и м3 дх к 

Се; С = — = с й С а = — 

ОЫ ОЫ: 


(72) 


Наряду с базисом 7 в современном тензорном исчислении [6,7,8,10,11] 
используется и другой базис 


8 = 


І2 


= іУё, І) = С“ 


(73) 


который называется взаимным с базисом 7 , так как с учетом второй из формул 
(47) получаем 

7-І г =Сё-Ѵй = ст = СС' = 3. (74) 

Теперь покажем, что векторы базиса § не что иное, как градиенты криво¬ 


линейных координат: 

8і ж Ѵ«1, &2= Ѵ «2> ^3= Ѵ “3- 


(75) 


Для доказательства возьмем базис из нормалей к координатным поверх¬ 


ностям: 



'я, ^ 


ГѴѴ 

И = 

я 2 

= 

V и 2 


Лѵ 


1 Ѵг 'з, 




п 


ік 


Э щ 

дх к 


(76) 


и вычислим скалярное произведение 


п ■ 7 Т = Ыё ■ ё т С т = Ж т 


ди дх _ ди 
дх т ди т ~ ЭІД 


откуда с учетом (73) получаем 

N = (і С Т У = [с-') т = й т , т.е. I = Я. 


(77) 


(78) 


Кроме того, из (78), (76) получаем явное выражение для матрицы й ; 


й = Ы т 


д и т 
дх 


К 


<4 

Эх,. 


(79) 


Вычислим еще векторные произведения: 

<7і = 0 х7 3 , 9 2 =? 3 х7 1 , ? 3 =7 1 х7 2 ; 

Т=І2 Х ІЗ. ? 2 =|зХ|„ ?з=| 1 Х| 2 


(80) 

(81) 
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и составим базисы 



V 


( т \ 

<? = 


; т = 

?2 




Я, 


тогда на основании формул (72), (73) непосредственно убеждаемся, что: 
1 -Ц т = 7|с|, |С| = <ЗеіС = 7 1 -(7 2 х? 3 ); 

§■т т =^ |Т>|, |Г>| = ■ (§2 х^з). 


(82) 


(83) 

(84) 


Отсюда с учетом формулы (74) вытекает, что 

?=||С|, т =1Щ (85) 

Базис г удобно применять для вычисления дивергенции V ■ К переменно¬ 
го вектора 


К = К(и х , и 2 ,и 3 ) , 


( 86 ) 


так как на основании (81), (75) получаем 

Ѵ-г, = Ѵ-(| ; х#*) = |* ■ ѴхѴи ; -$ ] ■ ѴхѴи 4 =0. (87) 


Для этого разложим вектор Л' по базису г : 

Я = Ці = X Ь = К г, + К Ті т 2 + К Т] т ъ (88) 

1=1 

и вычислим его компоненты К г , для чего умножим (88) справа на Ц т . Тогда по¬ 
лучим с учетом (85), (74) 

к-Г =Щ*-Г =ЩЩГ\с\=Щ , (89) 


*„=*■?,. К Т2 =К.д 2 , К Т] =Кд 3 . (90) 

Таким образом, для вычисления дивергенции получаем формулу 

V ■ Я = V • 2Х?,. = ^(ѵя г ■ Т + КУ ■ Т) = X V Ѵі? г , (91) 

і =1 і =1 /=1 

которая сводит вычисление дивергенции к вычислению градиентов компонент 
вектора К т . 


Для вычисления градиента ѴФ произвольной скалярной функции 
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Ф = Ф(щ , и 2 , и 3 ) = Ф(и) = Ф(и т ) 

(92) 

воспользуемся его определением с помощью дифференциала НФ функции (92) 

[Ю, 12] 

сІФ = ѴФ (ІГ=СІГ • ѴФ, 

(93) 

где 

эф , Эф ,_ ,_ х Эф 

сІФ = У — —с!и і = сіи = сШ ——, 

і= і Э и і ди ди 

(94) 

где 

ЭФ ( Э Ф ЭФ ЭФ\ ЭФ Г ЭФ у 

(95) 


Эк г 1 Эг/, Эм 2 Эм 3 у І ди \ди т ] 


ъ дг 3 = = 

сіг =' — сіи; = > І.сіи, = 1 т сіи = <Ш Т 1. 

(96) 

С помощью (74) формулу (94) можно представить в виде 



, _ Эф г ._ Эф — —т’._ ._т’— -7 - Эф 

сІФ = —-уМи = —сіи =сіи 1 % ——, 

Эм Эм Эм 


откуда на основании (93), (96) заключаем, что 



ЭФ - -у ЭФ ,ЛЭФ_ ^ _ ЭФ 

ѵф=— 7^=^ з= = Ез-&=Е*.ч-. 

сш сш (=1 ои і і=і ои ( 

(97) 


По аналогии с (55) введем в рассмотрение операторные матрицы: 


_Э_ 

Эм 


к а>| 

II 

ГѴ 

Э 2 

II 

' 0 

-Э, 

э, 

0 

-ЭЛ 

Э, 


А 2 


ѵ ^2 

-Э, 

0 і 


; э, = — а= 1,2, з), 

ди, 


тогда вместо (97) можно написать 

ѴФ = дІФ§ = § т д и Ф = ^д к Ф§ к = Е&А Ф > 


(98) 


(99) 


откуда следует, что оператор Э, не действует на базисный вектор т.е. что 
вектор ведет себя как постоянный по отношению к оператору Э,. 

Вернемся к формуле (91), куда подставим (99), тогда получим с учетом 
(85), (73), (74): 

ѵ • я = Е ѵЕ = ЕЕ \Щ ■ в^ісК, = |°Е 3 А. 

(=1 к = 1 і =1 к = 1 1=1 






т.е. 
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I іх—ч 1 (Ш т дК т дК г ^ 1 — т — 

ѵ-і?=ИУэ,х =Л —=ЛэГ^. 

і= і ' С ^ дщ ди 2 Эг/ 3 ) С 


(ЮО) 


Для вычисления ротора вектора (86) последний удобно разложить по ба¬ 
зису §, так как 

Ѵх^ ( = Ѵх Ѵг( г = 0 (г = 1,2,3), (101) 

т.е. представить вектор К в виде 

*=лД=1 Г Я|=2А&=Х*Л,- 

1=1 


1=1 


Но предварительно вычислим с помощью (81): 

' 0 ^ — т \ 


йхй т ■■ 


т, -т, 
О Г; 
-г, О 


--М(т), 


\ ‘2 Ч ” У 

где использовано обозначение (54). 

С помощью формул (102), (103), (59) вычислим 


ѴхД = Ѵх]^Д. х|,- ХЙ Я Д' = 

/=1 ' і =1 ‘ і =1 Л =1 * 1=1 А :=1 

= Т?кёк =^1ёХ8 Т К- =д т и М(?)Щ=т т М т (д и )Щ. 


3 

I 

А =1 1=1 

Таким образом легко проверить, что: 


Т ^2 Т 
ѴхК = т т М т (д и )к= = Э 2 Э 


2 ‘•З 

3 


( 102 ) 


(103) 


(104) 


Из разложения (102) с помощью (74) получаем после умножения скаляр- 
но справа на базис V : 

я-1 т =Щ-1 т =Ц (105) 

ИЛИ 

Д* =Я-І и К„=я-і 1 , К Нз =К ( 3 . (106) 

Переходя к базису і в формулах (99), (100), (104) с помощью соотноше¬ 
ний (80), (85), (90) убеждаемся, что полученные формулы для основных диффе- 
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ренциальных операций векторного анализа в криволинейных координатах пол¬ 
ностью совпадают с полученными в [12], но имеют более простой вид по фор¬ 
ме. Кроме того, в [12] формулы для вычисления ротора и дивергенции получе¬ 
ны с помощью инвариантных формул объемного дифференцирования [10, 12], а 
мы - с помощью подбора подходящего базиса для разложения заданного векто¬ 
ра и без каких бы то ни было дополнительных геометрических представлений. 
Последнее особенно важно при решении граничных задач электродинамики 
(ГЗЭ), например, методом геометрической оптики (ГО), где необходимо введе¬ 
ние криволинейных, так называемых лучевых координат, одна из которых (эй¬ 
конал) может быть комплексной при наличии поглощения в среде, в зонах тени, 
каустик и т.п. (вообще там, где нет обычных геометрооптических лучей). 

Строго говоря, лучевые координаты вообще нельзя ввести в тех областях 
пространства, где нет лучей. Поэтому круг ГЗЭ, решаемых по методу ГО, силь¬ 
но сужается (рассматриваются только прозрачные среды [13] в зоне света и 
вдали от всяких переходных зон). В работе [14] введено понятие эйкональной 
траектории как линии в действительном пространстве, на которой эйконал яв¬ 
ляется однозначной функцией. Оказалось, что эйкональная траектория (ЭТ) 
совпадает с лучом там, где он существует и однозначно определена там, где лу¬ 
чей нет. А так как на ЭТ сохраняется одно из важнейших свойств луча - одно¬ 
значность эйконала в каждой точке луча, то ЭТ можно считать обобщением лу¬ 
ча. 

Обычно ограничение класса рассматриваемых ГЗЭ, диктуемое необходи¬ 
мостью применения лучевых координат, не соответствует практическим по¬ 
требностям. А чтобы удовлетворить существующим практическим потребно¬ 
стям, т.е. избавиться от ограничений, диктуемых методом расчета, а не суще¬ 
ством дела, целесообразно применять по мере необходимости не лучевые коор¬ 
динаты, а их обобщение - так называемые «эйкональнотраекторные координа¬ 
ты» (ЭТК). 

В системе криволинейных ЭТК в качестве одной из координат обязатель- 
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но входит эйконал, который является комплексным в тех областях простран¬ 
ства, где геометрооптический луч не существует. Поэтому систему таких кри¬ 
волинейных координат следует считать комплексной. А при комплексных ко¬ 
ординатах стандартные геометрические представления векторного анализа 
(например, при объемном дифференцировании, [12]) неприменимы). Кроме то¬ 
го в случае комплексных координат возникает проблема правильного выбора 
ветви для квадратного корня из детерминанта матрицы из компонент ковари- 
антного метрического тензора § = \§ ік \, широко используемого в тензорном ис¬ 
числении [3,4,9,11]. 

Вообще общеизвестна важная роль выбора системы координат при реше¬ 
нии различных ГЗЭ [15-18]. Вышеизложенное только подчеркивает это обстоя¬ 
тельство. В работе [19] показано, что комплексные уравнения Максвелла в про¬ 
извольной криволинейной системе координат можно представить как таковые в 
обычной прямоугольной декартовой системе координат. Тем самым процесс 
выбора системы координат может быть унифицирован. Доказательство суще¬ 
ственно основано на вышеизложенном методе устранения трудностей тензор¬ 
ного исчисления, а потому его целесообразно кратко повторить в данной ста¬ 
тье, как пример конкретного приложения предлагаемого метода к электродина¬ 
мике. 

4.2. Новое представление уравнений Максвелла в произвольных криволинейных 

координатах. 

Рассмотрим однородные уравнения Максвелла для комплексных ампли¬ 
туд векторов поля Ё,Й в произвольной неоднородной анизотропной поглоща¬ 
ющей среде: 

ѴхЯ = -ікг-Ё, V хЁ = ік\аН (к = 2п/Х), 


(107) 
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где е,ц - тензоры соответственно диэлектрической или магнитной проницае¬ 
мостей среды, которые могут быть произвольными непрерывными комплекс¬ 
ными функциями точки наблюдения и длины волны Я рассматриваемого гар¬ 
монического поля. 

Уравнения Максвелла (107) инвариантны, т.е. не зависят от системы ко¬ 
ординат, так как инвариантными являются входящие в них векторы, тензоры и 
оператор Гамильтона V. Однако для получения каких-либо количественных ре¬ 
зультатов необходимо использовать какую-либо систему координат [9]. При 
этом инвариантные векторно-тензорные уравнения поля (107) переходят в ска¬ 
лярные уравнения поля, сложность которых зависит от выбора системы коор¬ 
динат. Наиболее простыми эти уравнения оказываются в прямоугольной декар¬ 
товой системе координат: 


Э*Я = -ікеЕ; Э *Е = ікцІІ, 

где приняты обозначения по аналогии с (15), (16), (28), (55). 

Ё = ё т Е, Н = ё т Н; 

е = ё т её, ц = е т цё\ 
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(ПО) 

( 111 ) 

( 112 ) 

(113) 


В криволинейных координатах для получения наиболее простых скаляр¬ 
ных уравнений поля прежде всего необходимо выбрать наиболее удобные бази¬ 
сы для представления как искомых инвариантных векторов поля Ё, Н , так и за¬ 


данных тензоров е,ц заданной среды. В связи с диктуемой уравнениями (107) 
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необходимостью вычисления роторов векторов Ё и Н последние лучше всего 
разложить по градиентам некоторых функций, в качестве которых проще всего 
взять сами выбранные криволинейные координаты. Таким образом возникает 
необходимость разложения искомых векторов Ё, Й по базису § : 

Ё = І Т Щ, Й = І Т Н Г (114) 

Из формулы (104) видно, что при этом роторы этих векторов, т.е. левые 
части уравнений Максвелла (107), оказываются разложенными по базису ? 
(81), (82). 

После выбора базиса §, необходимого для представления искомых век¬ 
торов поля Ё,Й, и получающейся отсюда необходимости рассмотрения базиса 
г, возникает вопрос о том, в каком базисе должны быть представлены задан¬ 
ные инвариантные тензоры е и /л второго ранга. На самом деле из (29) следует, 
что при этом должны быть указаны два базиса: базис слева и базис справа. Са¬ 
ма форма уравнений Максвелла (107) с учетом формулы (104) для ротора пока¬ 
зывает, что базисом слева должен быть базис ? , а с учетом формулы (74) уста¬ 
навливаем, что базисом справа должен быть базис 1. 

Таким образом, заданные тензоры ей /л должны иметь вид 

е = Ё т е г 1, ц = Ё т ц г 1. (115) 

Однако вид этих тензоров при произвольных базисах г и 1 не соответ¬ 
ствует принятому в современной математике [2-5,9,11] определению тензора 
второго ранга. Дело в том, что в тензорах второго ранга (115) базис 1 (72) явля¬ 
ется ковариантным, а отличный от него базис г (82) не является контравари- 
антным § (73). Поэтому инвариантные объекты второго ранга (115) согласно 
существующей классификации не являются соответственно ни дважды контра- 
вариантными тензорами, ни дважды ковариантными тензорами, ни смешанны¬ 
ми (т.е. один раз контравариантными и один раз ковариантными) тензорами. 


Но тогда что это за инвариантные объекты? Как их назвать? Особенно ес¬ 
ли иметь в виду, что вектор не что иное, «как пример математической модели, 


существенные элементы которой не ограничиваются числами» [20, с. 157]. 

В этих условиях, по-видимому, лучше всего подходит название «тензо- 
вектор». Действительно, как и тензор, тензовектор, определенный рекуррент¬ 
ной формулой (25), может иметь произвольный ранг п. Если п=0, то тензовек¬ 
тор совпадает с тензором нулевого ранга, т.е. является обычным скаляром. Если 
п =7, то тензовектор совпадает с обычным вектором векторного исчисления в 
трехмерном пространстве, который может совпадать с принятым определением 
тензора первого ранга (при специальном выборе базиса). Если п =2, то тензо¬ 
вектор может совпадать с обычным тензором второго ранга, а может и не сов¬ 
падать с ним. С другой стороны, как и вектор, тензовектор определен лишь в 
трехмерном пространстве и может быть разложен по любым базисам. Количе¬ 
ство таких базисов равно рангу п тензовектора. В отличие от тензора все п ба¬ 
зисов у тензовектора ранга п могут быть различными. 

После подстановки формул (104), (114), (115) в (107) получаем: 



(116) 


(117) 


Отсюда на основании формулы (74) после приравнивания столбцов при 
базисе ? получаем: 



(118) 


На основании формул (98), (113) можно утверждать, что уравнения (118) 
относительно компонент векторов Ё, Н в базисе § в системе криволинейных 
координат щ,и 2 ,и 3 полностью аналогичны таковым относительно компонент 
векторов Ё,Н в декартовом базисе ё в системе прямоугольных декартовых ко¬ 
ординат х, у, і , если заданные тензоры е, /и взять в базисах г слева и 1 справа. 

Остается только найти связь между координатами тензоров в различных 
базисах. Это легко сделать на основании исходной концепции данной статьи: 


89 


тензор, как и вектор, вообще не зависит от выбора каких-либо базисов или ко¬ 
ординат. Для тензоров второго ранга это обстоятельство выражено формулой 

(29). Для тензора е согласно (29) имеем с учетом (85), (72): 

е = г т е^1 = ё т ёё = \0\ё т С т Е==Сё. (119) 

Т I II ТI 47 


Отсюда получаем матричное равенство 

е = \й\С т е Гі С, (120) 

разрешая которое относительно матрицы е~, получим с учетом (72), (78), (79): 


Эх 
дй дх т 


ди ди т 

е 1я 


( 121 ) 


Аналогично для координат тензора // получаем: 




дх т ди ди 7 


( 122 ) 


Таким образом, скалярные уравнения Максвелла (118) в произвольных 
криволинейных координатах аналогичны таковым (108) в прямоугольных де¬ 
картовых координатах, если матрицы е,/и из компонент (или координат) инва¬ 


риантных тензоров е,ц в декартовых базисах слева и справа заменить на мат¬ 
рицы из компонент тех же тензоров в специально подобранных базисах г и 1 
соответственно слева и справа. Эти матрицы представляют собой соответ¬ 
ственно заданные матрицы е и /и , преобразованные с помощью матриц Якоби 


с ш г 

—— и якобиана 
Эх 


Эх г 

дй 


преобразования координат (65) - (70) по формулам (121), 


(122). Это означает, что решение комплексных уравнений Максвелла (107) в 
неоднородной анизотропной среде в произвольных криволинейных координа¬ 
тах можно свести к решению уравнений того же класса, но только в более про¬ 
стых декартовых координатах, если ввести некоторые эквивалентные эффек¬ 
тивные координаты тензоров в специально подобранных базисах, учитываю¬ 
щих заданную желаемую систему координат в заданной области пространства с 
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непрерывными тензорами е, ц. 

Из формул (121), (122) видно, что любую криволинейную систему коор¬ 
динат можно свести к эквивалентной декартовой с помощью подбора коорди¬ 
нат тензоров е, ц , но не наоборот: нельзя получить заданные координаты тен¬ 
зоров е,/и путем подбора соответствующих криволинейных координат. На 
практике при решении граничных задач электродинамики (ГЗЭ) криволиней¬ 
ные координаты применяют, например, для того, чтобы сложную граничную 
поверхность превратить в простую [15 - 17]. При этом даже однородная изо¬ 
тропная среда превращается в эквивалентную сложную неоднородную анизо¬ 
тропную среду. Очевидно, что при этом сильно усложняется процесс нахожде¬ 
ния общего решения уравнений Максвелла или необходимого числа частных их 
решений. Однако обычно на возникающие новые трудности не обращают вни¬ 
мания, так как предполагается численный метод решения модифицированной 
ГЗЭ [15]. 

Возможный подход к получению аналитического общего решения урав¬ 
нений Максвелла в неоднородной анизотропной среде изложен в монографии 
[18], где в предположении существования некоторого выделенного направле¬ 
ния удалось исключить продольные компоненты искомого поля и получить эк¬ 
вивалентную гармоническим уравнениям Максвелла систему из четырех урав¬ 
нений относительно оставшихся четырех поперечных компонент полей. Однако 
эти уравнения настолько сложные, что даже после их публикации все равно для 
решения стационарных уравнений Максвелла рекомендуются численные мето¬ 
ды [15,16]. 

Около 30 лет назад на основе [18] был разработан квазиволновой метод 
(КВМ) [21,22], позволяющий приближенно аналитически найти общее решение 
уравнений Максвелла для произвольной неоднородной анизотропной погло¬ 
щающей среды при условии, что тензоры е, /и являются медленно меняющими¬ 
ся функциями от х,у, т.е. в тангенциальном направлении относительно плоско- 
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стей 2 =соті. В работе [23] совершенно строго решена задача о падении плос¬ 
кой волны на произвольную плоскослоистую среду с произвольными тензора¬ 
ми е,/и произвольного строения в каждом слое, ограниченном двумя плоско¬ 
стями г=соп5і. Решение этих задач оказалось возможным благодаря тому, что 
уравнения Максвелла без дополнительных дифференцирований (как это дела¬ 
ется при введении различного рода потенциалов) удалось свести к равносиль¬ 
ной системе из четырех уравнений первого порядка относительно тангенциаль¬ 
ных компонент Е х ,Е у ,Н х ,Н у векторов поля. 

В работах [24,25] показана возможность приближенного решения урав¬ 
нений Максвелла при различных отклонениях от абстракций, при которых по¬ 
лучено точное решение [23] (хотя и более общее, чем существовавшее раньше). 
В этих условиях очевидно, что возможность ограничиться только прямоуголь¬ 
ными декартовыми координатами существенно расширяет круг решаемых ГЗЭ, 
требующих для своего решения введения криволинейных координат. Послед¬ 
ние могут быть различными для каждой из областей непрерывности тензоров 

е,ц, удовлетворяющих условию «квазиплоскослоистости» [25]. 

5. Заключение 

В работе [10, с.353] подчеркивается, что «в общей теории тензоров ока¬ 
зывается необходимым различать два вида векторов, одним из которых присво¬ 
ено наименование контравариантных, а другим - ковариантных». В данной ра¬ 
боте мы показали, что с помощью более рациональных обозначений можно из¬ 
бавить теорию тензоров (а тем самым и все тензорное исчисление) от этой 
необходимости. В результате можно считать, что, по крайней мере в трехмер¬ 
ном пространстве, формула (25) дает рекуррентное определение тензора любо¬ 
го ранга без различения по какой бы то ни было вариантности. 

Более того, можно считать, что необходимые в общей теории тензоров 
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два вида векторов - ковариантные и контравариантные - не исчерпывают всего 
множества векторов, рассматриваемых в векторном анализе, а являются лишь 
другим (быть может, более красивым) названием соответствующих тензоров 
первого ранга. Поэтому существующее тензорное исчисление нельзя считать 
обобщением существующего векторного исчисления. Но и тензоры, как эле¬ 
менты линейного пространства (которые «принято называть векторами» [4]) 
нельзя считать частным случаем вектора. 

В данной статье определение тензора не зависит от выбора какого бы то 
ни было базиса (т.е., в частности, от выбора вариантности). Аналогичное поло¬ 
жение имеет место и для обычных векторов в трехмерном пространстве, с ко¬ 
торыми совпадают наши тензоры 1-го ранга в определении (25) при п = 0. Од¬ 
нако определение тензора (25) относится только к трехмерному пространству. 
Потребности практики (см. п. 4.2) заставляют для инвариантных (с точки зре¬ 
ния физики [7,8]) тензоров второго ранга е,/и искать для их представления 
независимо друг от друга оба базиса (что недопустимо с точки зрения матема¬ 
тического определения тензора [1-5,9,11,20,26,27]). 

Инвариантный тензор, для представления которого необходимы незави¬ 
симые базисы (а не только ковариантные и контравариантные), получил специ¬ 
альное название - тензовектор. Тензовекторы (25) определены только для 
трехмерного пространства, так как базисные векторы ё х ,ё г ,ё ъ могут быть отож¬ 
дествлены со стандартными ортами і,],к согласно (67), в то время как соответ¬ 
ствующего уже четвертого орта ё 4 , определенного инвариантно (а не с помо¬ 
щью чисел), не существует [20, с. 157]. Поэтому тензовекторы не являются 
обобщением обычных тензоров, определенных в пространстве произвольного 
(т.е. в том числе и более трех) числа измерений. 

Однако в классе трехмерных евклидовых пространств тензовектор явля¬ 
ется обобщением обычных тензоров произвольного ранга и векторов, так как 
при этом не исключаются никакие известные действия с последними (напри¬ 
мер, векторное произведение). 
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Таким образом, предлагаемая в статье трактовка тензоров как тензовек- 
торов, полностью обобщает существующее понятие вектора как инвариантной 
величины, не зависящей от выбора системы координат. 

Из всего вышеизложенного вытекает, что поставленная во Введении за¬ 
дача полностью выполнена. 

В заключение я выражаю благодарность профессору РГТЭУ Беляеву 
Александру Афанасьевичу за ценные дискуссии, касающиеся материалов рабо¬ 
ты. 
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Дополнение 


Вариант инвариантного изложения теории линейного преобразования 

Для популяризации рассматриваемой проблемы имеет смысл продолжить 
цитирование уже цитированного в предисловии учебника А.Н. Канатникова и 
А.П. Крищенко «Линейная алгебра», где на стр. 129 можно прочитать: «Свой¬ 
ства а, б линейности отображения делают более удобной не традиционную 
форму записи линейного оператора в виде А(х), при которой аргумент записы¬ 
вается в скобках вслед за функцией, а более простую в виде Ах как своеобраз¬ 
ное «умножение линейного оператора на вектор». Однако реальное удобство 
может быть достигнуто, если понятию «умножение» вместо расплывчатого 
«своеобразное» будет придан конкретный смысл скалярного, векторного, мат¬ 
ричного, операторного (например, типа свёртки) и т.п. умножений. 

Совершенно очевидно, что придать конкретный смысл умножению в об¬ 
щем случае абстрактного линейного пространства не представляется возмож¬ 
ным. Для этого необходимо конкретизировать, какое именно линейное про¬ 
странство Ь рассматривается, т.е. указать размерность пространства Ь и приро¬ 
ду его элементов: числа, матрицы, векторы, строки, столбцы, функции, блоки и 
т.п. По-видимому, очевидно, что придать умножению конкретный смысл не¬ 
возможно в случае бесконечномерного пространства. Например, если Ь - про¬ 
странство непрерывно дифференцируемых функций х=х(1) одной переменной (, 
а линейное преобразование А(х) переводит функцию л: в её производную х , ко¬ 
торая является элементом того же пространства Ь, то возможно лишь указанное 
словесное описание преобразования А, а потому представление в виде произве¬ 
дения независимого от х оператора А на л' невозможно. 

При решении конкретной физической, экономической, военной или 
«чрезвычайноситуационной» задачи разработчик всегда имеет дело не с аб¬ 
страктным пространством абстрактных элементов, а именно с конкретными 
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элементами, множество которых можно объединить в некоторое конечномер¬ 
ное пространство Ь. Если это пространство линейное и необходимо предста¬ 
вить некоторое преобразование г=А(х), удовлетворяющее условиям: 

а) А (х+у)=А(х)+А (у) для любых элементов х,уе Ь\ 

б ) А(Лх)=ЛА(х) для любого элемента хе і и любого числа Яе Я 

в виде произведения г=Ах , то на условия а, б (в случае конечной размерности 
элементов х,у,г ) в самом общем случае следует смотреть как на систему функ¬ 
циональных уравнений относительно искомой функции г=А(х). 

Иными словами вместо традиционного для всех учебников доказатель¬ 
ства линейности конкретных словесно сформулированных преобразований в 
данном случае необходимо получить общий вид функции А(х), исходя из её 
определения в виде свойств а, б. Соответствующее решение зависит от приро¬ 
ды элементов х,у и их размерности. Например, если находиться в условиях ана¬ 
лога 1 предисловия, когда хи у - обычные числа, т.е. точки на числовой оси, то 
пространство Я=Я, откуда следует, что множество элементов х,у в определении 
а, б совпадает с множеством чисел Ле Я . В этом случае для нахождения функ¬ 
ции А(х) можно воспользоваться любым из условий а или б. 

Действительно, возьмём сначала условие б, где положим х=1. Тогда по¬ 
лучим А (Л ■ І)=ЛА(1), откуда получаем А ( Л)=кЛ , где к=А(1)=А - произвольное 
действительное число. Заменяя здесь произвольное число Л на произвольное 
число х, получаем искомое выражение А(х)=кх=Ах, где А - произвольный 
множитель. 

Возьмём теперь условие а, где положим і=х+у. Тогда получаем 
А(і) =А(х) +А(у). Здесь элементы Іх.у не что иное, как обычные числа і,х,у отку¬ 
да получаем соотношение для произвольных чисел х,у,(: 

А(і)=А(х)+А(у), (=х+у. 

Продифференцируем это соотношение по х, тогда получим А'{і)і[ = А'{х), 
откуда А'(і) = А'(х) . Аналогично после дифференцирования по у получаем 
А'({)= А'(у). Таким образом А'(і) оказывается одновременно функцией х и 
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функцией у. Это возможно только когда А'(і) = к , где к - произвольная кон¬ 
станта, т.е. произвольное число, которое не зависит ни от х ни от у. Интегрируя, 
получаем А(1)=кІ+С. Для нахождения произвольной постоянной С из условия б 
получаем уравнение А(Яі)=кЯг+С= ЯА(1)=Я (кі+С), откуда при Я^О получаем 
С = 0, т.е. А(1)=кІ=А(=іА, где А = к - произвольное число. 

Таким образом, если в линейном преобразовании, определённом услови¬ 
ями а, б подразумевается, что х,у,Я,г не что иное, как обычные числа, т.е. про¬ 
странство к есть одномерное пространство чисел (т.е. по неудачной терминоло¬ 
гии всех учебников по линейной алгебре /.-пространство всех одномерных век¬ 
торов х), то линейное преобразование г =А(х) действительно может быть пред¬ 
ставлено в виде произведения г=Ах, где множитель А - произвольное число, не 
зависящее ни от образа - вектора г, ни от прообраза - вектора л:. При этом 
справедлива и коммутативность: А(х)=Ах=хА. 

Если Ь - пространство матриц или обычных векторов (в смысле направ¬ 
ленных отрезков), то нахождение функции А(х) на основании свойства б опре¬ 
деления не представляется возможным, так как среди матриц и векторов нет 
аналога единицы как элемента одномерного пространства, к которому принад¬ 
лежит и фигурирующее в свойстве б число Я. Остаётся воспользоваться только 
свойством а определения. Но тогда по аналогии с вышеизложенным (когда бы¬ 
ла возможность использовать известное понятие производной числовой функ¬ 
ции А(х) по числовой переменной х) необходимо использовать понятие произ¬ 
водной матрицы по матрице (в случае, когда Ь - пространство матриц) или 
производной вектора по вектору (в случае, когда Ь - пространство векторов как 
направленных отрезков). 

В общем случае понятие производной матричной функции от матрицы по 
матричному аргументу в математике не определено. Но в простейших случаях, 
когда рассматриваются только матрицы-столбцы и матрицы-строки, то легко 
определяются производные матрицы-строки по матрице-столбцу или матрицы- 
столбца по матрице-строке как соответствующие матрицы Якоби. Вариации на 
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эту тему уже имеются в учебно-методическом пособии Р.Л. Евельсона «Услов¬ 
ный экстремум функции многих переменных», АГЗ МЧС РФ, Новогорск-2004. 

Понятие производной по вектору в математике вообще не определяется. 
Тем не менее, оно используется в физике. Например, в известном курсе теоре¬ 
тической физики Л.Д. Ландау и Е.М. Лифшица, том 1, «Механика», Москва, 
1958 г., на стр. 14 в качестве подстрочного примечания поясняется, что «Под 
производной скалярной величины по вектору подразумевается вектор, компо¬ 
ненты которого равны производным от этой величины по соответствующим 
компонентам вектора.» Отсюда следует, что такое известное в математике по¬ 
нятие градиента скалярной функции совпадает с производной этой скалярной 
функции по радиус-вектору (а не по произвольному вектору). 

Необходимое для нахождения общего вида линейного преобразования 
вектора в вектор понятие производной вектора по вектору имеется в моногра¬ 
фии Н.Е. Кочина «Векторное исчисление и начала тензорного исчисления», 
Наука, Москва - 1965 г. Эта монография является библиографической редко¬ 
стью, поэтому в данном учебном пособии в главе 1 просто сделано обширное 
цитирование тех идей монографии, где поясняется нестандартный ввод основ¬ 
ных терминов и определений тензорного исчисления, в результате которых тен¬ 
зорное исчисление действительно выглядит как обобщение векторного исчис¬ 
ления. 

Однако сделано такое обобщение лишь для частного случая аффинных 
ортогональных тензоров. Соответствующее обобщение на случай произволь¬ 
ных тензоров (а точнее - тензовекторов) для удобства читателя сделано в главе 
II после произведенного цитирования, когда принятые в данном учебном посо¬ 
бии компактные обозначения и соответствующие определения уже могут вы¬ 
глядеть для читателя естественными и само собой разумеющимися. 

Например, с помощью формул (65)-(70) гл. II для матрицы Якоби С в 
формулах (72) получаем явные выражения, естественность которых очевидна: 
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где использовано известное сокращённое обозначение для частной производ¬ 
ной 



Выше было показано, что если линейное преобразование г=А(х) находит¬ 
ся в условиях аналога 1 предисловия, т.е. если неудачно называемые в суще¬ 
ствующей математической литературе (в том числе и в популярных учебниках) 
векторами величины гидсна самом деле являются обычными действительными 
числами соответственно 2 и х, то такое линейное преобразование имеет вид 
прямой пропорциональной зависимости между величинами г и х: 

г=А(х)=г=А(х)=Ах=хА, (Д-4) 

где А - произвольное число, не зависящее ни от 2 , ни от х. При этом ключевым 
моментом доказательства этой формулы явилась возможность вычисления про¬ 
изводной г' = А'(х) функции одной переменной по этой самой переменной. 
Очевидно, что тот же самый результат (Д.4) можно было бы получить и путём 
дифференцирования условия а (как главного определяющего свойства линейно¬ 
го преобразования), но не в смысле вычисления двух производных (по х и по у), 
а в смысле взятия полного дифференциала с последующим приравниванием ко¬ 
эффициентов при произвольных дифференциалах сіх и сіу. 
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Так как для функции многих переменных понятие производной не опре¬ 
делено (а определено только дополнительное к нему понятие частной произ¬ 
водной), но остаётся определённым понятие полного дифференциала, то для 
понимания дальнейшего целесообразно повторить доказательство формулы 
(Д.4) методом полного дифференциала даже в простейшем случае функции од¬ 
ной переменной, возникающем в случае линейного преобразования точек (чи¬ 
сел) на числовой оси, т.е. в условиях аналога 1 в предисловии. В этом случае 
нахождение функции г=А(х) из принадлежности искомого преобразования к 
линейному сводится к решению простейшей системы из двух функциональных 
уравнений относительно одной числовой функции А(х) от одной числовой пе¬ 
ременной: 

А(х+у)=А(х)+А(у); А(Ах)=АА(х). (Д-5) 

Для решения этой системы уравнений положим 

1 = х + у, Аі = Ах + Ау, (Д-6) 

тогда первое уравнение из (Д.5) можно записать в виде 

2 =А(і)=А(х)+А(у), (Д-7) 

дифференцируя которое, получаем 

Аг = А'( I )Аі = А'( х )Ах + А'(у )Ау = А'( і)(Ах + Ау). (Д-8) 

Приравнивая здесь коэффициенты при Ах и Ау, получаем 

А'(1) = А'(х), А'(1) = А'(у), (Д-9) 

откуда видно, что А'(I) является одновременно и функцией х, и функцией у. Но 
аргументы хи у независимы друг от друга, поэтому должно выполняться усло¬ 
вие 

А'({) = А'(х) = А'(у) = к, (Д-10) 

где к - произвольная константа. 

Интегрируя (Д.10), получаем А(1)=кі+С, откуда с помощью второго урав¬ 
нения (Д.5) получаем С=0, а затем, полагая к=А, легко приходим к решению 
(Д-4). 
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Аналог 2 


Рассмотрим теперь случай линейного преобразования г =А(х), когда не¬ 
удачно названные векторами величины г и х на самом деле являются матрица¬ 
ми- столбцами с размерами 3x1: 


(Д.11) 
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Отсюда следует, что столбец 2 из (Д.11) следует рассматривать как 
функцию просто от трёх переменных х І ,х 2 , х 3 или как функцию от строки х ', 
но не как функцию от столбца х, поскольку в формуле (Д.12) фигурирует мат- 
Э 2 Э 2 

рица Якоби с размером 3 X 3, а не матрица —, которая может интерпрети- 
Эх Эх 

роваться как матрица-столбец с размером (9x1). Последняя матрица не нужна 
для вычисления дифференциала матрицы-столбца и, по-видимому, бесполезна 
для проведения других аналитических выкладок. Именно поэтому соотношения 
(65), (66) в гл. II интерпретируются только в виде (69), (70), когда строка зави¬ 
сит только от столбца, а столбец - только от строки. 

Соответствующее (Д.11) линейное преобразование должно вместо (Д.5) 
удовлетворять условиям 

А(х + у ) =А(х )+А(у); А(Ах) = АА(х). 


(Д-13) 
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Для решения этой системы функциональных уравнений положим для 
столбцов 


I = х + у. 


(Д-14) 


тогда первое уравнение из (Д. 13) можно записать в виде 

л =А(() =А (х )+А(у ). 


(Д-15) 


Отсюда по формуле (Д.12) после дифференцирования путём вычисления 
полного дифференциала можно получить 

СІ2 = ^г(1І = ^^(ІХ + ^г(1у. (Д-16) 

о( ох оу 

Подставив сюда (Д.14), получаем 

■^{<1х + сІу) = -^ 7 (1х + ^г(1у, (Д-17) 

оі ах оу 

откуда после приравнивания матриц Якоби при произвольных дифференциалах 
столбцов сіх и сіу получаем 
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где А - произвольная постоянная матрица 3x3, которая не зависит ни от 
столбца х, ни от столбца у. Подставив этот результат в первое равенство 
(Д.16), получаем сІ 2 = Асіі , откуда после интегрирования получаем 

2 = АІ + С=А(і), (Д.19) 


где С - произвольный постоянный столбец 3x1. 

Потребуем теперь, чтобы полученное представление (Д.19) для искомого 
линейного преобразования удовлетворяло свойству б (которому должно удо¬ 
влетворять любое линейное преобразование), т.е. второму уравнению из (Д.13). 
Тогда получим уравнение для нахождения произвольного постоянного столбца 
С: 


А(Ях) = ААх + С = А А (х) = А(Ах + С) = ААх + АС, 


(Д-20) 
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откуда получаем уравнение С = АС, которое должно выполняться при любом 
А, что возможно лишь при условии С = 0. 

Подставим С = 0 в представление (Д.19), тогда получим 

г=А(і) = А(. (Д-21) 

Таким образом, когда линейное преобразование г=А(х) находится в усло¬ 
виях аналога 2, т.е. когда под векторами г и х подразумеваются матрицы- 
столбцы с размерами 3x1, мы установили, что на самом деле такое линейное 
преобразование должно иметь вид матричного произведения 

г=А(х) = Ах, (Д.21) 

где А - произвольная квадратная 3x3 матрица. При этом очевидно, что 
перестановка матриц А их недопустима, т.е. равенство Ах=хА не использует¬ 
ся не потому, что так «не принято», а потому, что так невозможно. 

Аналог 3 

Рассмотрим теперь линейное преобразование ъ=А(х), когда неудачно 
названные векторами величины: образ г и прообраз л: на самом деле являются 
матрицами-строками г г и х т с размерами 1x3: 

2 = г г = (г, г 2 ); л:= = (х, х 2 х ,). (Д.22) 

Задача состоит в том, чтобы найти общий вид линейного преобразования, 
удовлетворяющего условиям а, б предисловия, т.е. 

а) А(х+у) =А(х) +А(у); 6)А(Ах)=АА(х) (Д-23) 

при дополнительных интерпретациях типа (Д.22) фигурирующих здесь «векто¬ 
ров» X, у. 

Так как искомое линейное преобразование преобразует «вектор» х в 
«вектор» г, то последний можно считать некоторой функцией от совокупности 
координат х 1 ,х 2 ,х 3 (здесь пишем через запятую, в отличие от правых частей в 
(Д.22)). Поэтому для дифференциала Аг можно записать: 
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пГ 

II 
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II 

Аг 3 ) 

=[Х 2 іА 

1 2 2 
і= 1 

,Ах, 
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II 


( г ,.А 

+ 2 ,2 

Ах , 

Ь 2 13 Ах 2 2 

2 , А, 

+ 2 12 Ах 2 + 

2 23 АХ 3 

2 3, 

Эх, 

+ г хАі 

+ 2 3,3 А) 

(<& 1-1. 

+ Ах 

.-1.2 

1- Ах з 2 із Ах з 2 21 

+ Ах 2 2 22 + 

Ах з 2 2з 

Ах 

2 3,1 

+ Ах 2 2 3 2 

+ Ах з 2 3 з ) 




(г г 

2 } 







{Ах і 

Ах 2 

Ах ъ ) 

1,1 2,1 

2 1.2 г 2,2 

^зд 

^3,2 

Эх 









^ 2 1,3 —2,3 

^3,3 у 







Проведённый расчёт показал, что в рассмотренном случае дифференциал 
«вектора» Аг в виде строки Аг т можно вычислить по формуле 

дг т 

Аг = Аг т = ( Аг 3 Аг 2 Аг 3 ) = Ах т ——, (Д-24) 

Эх 

дг т 

где матрица Якоби —— вычисляется по формуле (Д.1). 

Эх 

Для нахождения линейного преобразования г=А(х) в условиях аналога 3, 
когда г=г т ,х=х т воспользуемся сначала условием а в (Д.23), которое запишем 
в виде 

2 т =А (г т )=А х т +А (у т ); I = х + у. (Д-25) 

Это равенство в компонентах означает, что 

2 1 =2.{і 1 ,1 2 ,1,) = г,{х 1 ,х 2 ,х 3 ) + 2 І (у 1 ,у 2 ,уЛ (Д-26) 

где 

1,=х,+у, (г =1,2,3). (Д.27) 

По аналогии с обозначениями в (69) в гл. II формулы (Д.26) и (Д.27) мож¬ 
но записать в виде 

г т = г т (і) = г т (х) + г т (у); І = х+ у, (Д-28) 

откуда с учётом (Д.24) получаем: 

т -\—т -\—т 

1 -т 1 -т 02 ,_ т 02 т 02 

аг =а( —— = ах —— + ау ——. 

д( Эх Э у 

Так как I = х + у , то и і т = х т + у т , откуда получаем из (Д.29): 


(Д-29) 
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(сіх т + Ау т = сіх т + Аѵ т . (Д-30) 

д( Эх ' Э 'у 

Приравнивая здесь матрицы Якоби, стоящие в виде множителей при оди¬ 
наковых и произвольных дифференциалах сіх 1 и ду т , можно получить 


дг т _ д? т 
д і Эх Э I Э у 


(Д.31) 


откуда следует, что 


~\—Т ~\—Т 

02 _ 02 _ л 

Эх Эу 


(Д-32) 


где А - некоторая постоянная 3x3 матрица, элементы которой не зависят ни от 
х, ни от у, поскольку столбцы х и у не зависят друг от друга. 

Комбинируя формулы (Д.29), (Д.31) и (Д.32) получаем 


сІ2 т =сі( т —— = А( Т А. 
ді 


(Д-33) 


Интегрируя это матричное уравнение, получаем: 

<Б Т =Л(Г)=( Т А+С Т , (Д.34) 

где С - произвольный постоянный столбец 3x1, который найдём из условия б в 
(Д-23) 

А(Ях)=а(Ях т ) = Ах т А + С Т = АА(х)=Аа(х т )= Я(х т А + С т ). 

Отсюда получаем соотношение С т =АС Т , которое должно быть справед¬ 
ливо при всех Я , что возможно лишь при С = 0. Но тогда из (Д.34) получаем 

г т =А(Г)=І Т А. (Д.35) 

Если здесь вернуться к традиционным (но неверным) «векторным» обо¬ 
значениям, то можно получить, что 

2 =А(і)=іА или 2 =А(х) =хА , (Д.36) 

откуда следует, что в условиях аналога 3, когда «векторы» г их являются стро¬ 
ками, то линейное преобразование А(х) допускает представление в виде произ¬ 
ведения хА, где А - произвольная матрица 3x3, т.е. то, что «не принято». При 


этом то, что «принято», т.е. представление А(х) = Ах является невозможным, так 
как матричное умножение квадратной матрицы на строку не определено. 

Следует подчеркнуть, что при рассмотрении линейных преобразований 
векторов в виде строк и столбцов для простоты изложения размерность про¬ 
странства Ь была взята равной 3. Однако при анализе изложения расчётов в 
условиях аналогов 2 и 3 (в отличие от аналога 1) условие п= 3 по существу ни¬ 
где не использовалось. Поэтому вывод о представимости линейного преобразо¬ 
вания А(х) в виде матричного произведения Ах в случае преобразования 
столбцов и в виде х т А в случае преобразования строк справедлив для любого 
и-мерного линейного преобразования пространств Ь строк или столбцов. Надо 
только иметь в виду, что преобразуемые строки и столбцы должны иметь длину 
п, а произвольная матрица А должна быть квадратной с размерами п х п. 

Аналог 4 

Рассмотрим линейное преобразование г =А(х) «векторов» х=х в виде 
обычных направленных отрезков в обычном трёхмерном евклидовом простран¬ 
стве в «векторы» 2=2 того же пространства. Тогда условия линейности преоб¬ 
разования а и б предисловия сводятся к системе функциональных уравнений 

А (х + у)=А (х) +А (у); А(Ях)=ЛА(х) . (Д-37) 

В данном случае рассматриваемое линейное преобразование г=А(х) мож¬ 
но записать в виде 

2 =А(х) = і(х) . (Д-38) 

Поэтому первое из уравнений (Д.37) можно записать в виде 

2=2(7 ) = 2 (х) + 2 (у); 7 = х + у. (Д-39) 

Для нахождения функции А(х) найдём сначала векторную функцию 2.(7) 
от векторного аргумента 7 из функционального уравнения (Д.39). Для этого 
сначала найдём дифференциал вектора <72 с помощью инвариантной формулы 


Отсюда получаем: 
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^ ■{& + $) = —■& + — ■<$. (Д.41) 

ді Нх сіу 


Так как Пх и сіу - независимые друг от друга дифференциалы, то равен¬ 


ство (Д.41) возможно лишь при условиях 


сЕ _сЕ _сЕ 
сП сіх сіу 


А, 


(Д-42) 


где А - произвольный постоянный тензор второго ранга в трёхмерном евкли¬ 
довом пространстве. 

Из первого равенства в (Д.40) с учётом (Д.42) получаем сЕ = А- сП, откуда 
интегрированием с учётом обозначений (Д.38) получаем: 

2 = А-7 + С = і{7)=А{(), (Д.43) 

где С - произвольный постоянный вектор, для нахождения которого надо ис¬ 
пользовать второе условие из (Д.37). В силу (Д.43) имеем: 

А(Ах) = А- (Ах)+ С = ЛА(х)= А\ А- х + с)^ С = ЛС. (Д.44) 


Так как в (Д.44) коэффициент А произволен, то С = 0. 

Подставив С = 0 в (Д.43) получаем окончательно 

2 = 2(7)=А-{=А(Т), (Д-45) 

откуда следует, что линейное преобразование г=А(х) в случае, когда «вектор» 
х, совпадающий с «настоящим» вектором х , преобразуется в «вектор» г, совпа¬ 
дающий с «настоящим» вектором г, то соответствующее линейное преобразо¬ 
вание должно иметь вид 

2=А(х)=А-х, (Д-46) 

где А - произвольный тензор второго ранга в трёхмерном пространстве. 

На основании формулы (11) из §24 гл. I можно записать 
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г =А(х)= А-х = х ■ А =А(х), (Д-47) 

так как определённая в формуле (20) §22 гл. I операция сопряжения тензора 
совпадает с определённой в гл. II операцией транспонирования тензора. 
Например, из формулы (28) гл. II имеем 

77 Г = (ё т т) Т = ё т П т (ё т У = ё т П т ё , (48) 

откуда видно, что в случае выбора одинаковых ортонормальных базисов справа 
и слева (т.е. так, как это подразумевается в [10]) операция транспонирования 
тензора сводится к операции транспонирования матрицы из его координат. 

Кроме того, из формулы (Д.47) следует, что в случае линейного преобра¬ 
зования истинных векторов как направленных отрезков, такое линейное преоб¬ 
разование может быть представлено в виде произведения матриц как в «приня¬ 
том» виде, когда вектор х находится позади оператора линейного преобразова¬ 
ния, так и в «непринятом» виде, когда оператор линейного преобразования 
находится позади вектора х. И это соответствует представлению тензора как 
линейного оператора [10], описанного в §25 гл. I. 
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